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A Galilei-transzformacio és a parabolikus szamok

Az életben a legjobb dolgok azok, amikor az ember tisztan latja az
osszefiiggéseket.” |Albert Einstein/

Szamomra elgondolkodtatd, hogy a specialis relativitaselméletben a klasszikus mechanikabol
ismert Galilei-féle eltolas jellegli transzformacio helyére egy hiperbolikus forgatas jellegii
transzformacié 1ép. Az eltolasnak az euklideszi geometria szerint nincs fixpontjal, a
hiperbolikus forgatasnak viszont van. (A Galilei-transzformacié leirasanal is altalaban
feltételezziik a koordinatarendszerek kezdeti egybeesését, de itt a v sebességgel mozgd
koordinatarendszer origoja is elmozdul a mozgas soran, mig a Lorentz-transzformacional
nem.) Amint a Lorentz-transzformacié a hiperbolikus szamsikon modellezhetd, mégpedig
egy hiperbolikus egységvektorral valo szorzassal?, hasonléan levezethetd, hogy a Galilei-
transzformécié a parabolikus szamsikon® modellezhetd, szintén egy egységvektorral vald
szorzassal, természetesen itt parabolikus egységvektorrol van szo.

1. A parabolikus szamsik és a Galilei-transzformacio

Mozogjon a K’ rendszer egyenesvonall egyenletes mozgassal, és v sebességgel a K rendszer
z koordinatatengelye mentén®. Ha a két rendszer eredetileg egybeesett, azaz origdjuk azonos,
akkor a Galilei-transzformaci6 szerint:

z’=z-vt
t’=t

¢€s nyilvan
7=7"+vt
t=t’

A fenti egyenletekben t-nek a parabolikus szamsik valos tengelyét, x-et, z-nek pedig a
parabolikus képzetes tengelyt, y-t feleltetjik meg, azaz a valds tengely az idOnek, a
parabolikus képzetes tengely pedig az egyik térdimenzionak a modellje, (azaz t—x, z—Yy).
Ekkor a megfigyeld és a hozza képest v sebességgel mozgd inerciarendszerbeli tériddpontok

L A projektiv geometria szerint viszont az eltolasnak is van fix pontja, mégpedig az eltolasi egyenes idealis
pontja, ,,végtelen tavoli” pontja.

2 Lasd ehhez a C. Mellékletet.

% A parabolikus szamok alapvetd tulajdonsagait lasd az A. Mellékletben

4 K koordinatarendszert mindig definidlhatjuk gy, hogy a z tengelye a K’ rendszer mozgésiranyéba essék. A
szokasos x tengely helyett pedig azért valasztottam a z térbeli koordinatatengelyt, mert nem szeretném, ha zavart
okozna a késGbbiekben a mozgas sikja koordinatatengelyeinek megfeleltetése a parabolikus szamsik x és y
koordinatatengelyeivel.
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(események) viszonyara a koOvetkezO koordinata-osszefiiggést kapjuk a parabolikus
szamsikon, mint térid6-modellen:

y’ =Yy-vX
X’ =X

Parabolikus szammal kifejezve:
X Hy’ = X+Hj(y-vx) = x (1 +i(2- v)) =x(1+j) 1 -jv) = @ +iy)e™

Tehat a parabolikus szamsikon modellezett Galilei-transzformaciéonak egy parabolikus
egységvektorral valo szorzas felel meg.

2. A mechanika és a geometria

Orémmel fedeztem fel 1. J. Jaglom 1985-ben magyarul is
megjelent konyvét; Galilei relativitasi  elve és egy
nemeuklideszi geometria.® Ez a kdnyv tartalmazza — igaz, csak
a Fiiggelékében — a harom kételemii szam leirasat® és a
Galilei-transzformacié modellezését a parabolikus szamokkal,
valamint a hiperbolikus szamsikon modellezheté Lorentz-
transzformaciot. Jaglom konyvének elég bonyolult a
szerkezete, ezt maga a szerz0 is elismeri, és azzal magyarazza,
hogy tobbféle olvasohoz szol, akikrél altalaban kevés
matematikai tudast feltételez. Ez utobbi csak annyiban igaz,
hogy kevés alapfogalom ismeretét feltételezi, de egy laikus, a
matematika irdnt nem szenvedélyesen érdekl6dd szaméra nehezen olvashatdo a konyv, ha
egyaltalan olvashatd. A konyv részletesebb ismertetését tervezem a jovOben, mert most csak
atlapoztam, és igy is talaltam olyan érdekességeket, amelyek alapjan biztosan megér egy
mélyebb tanulmanyozast. Jaglom megkozelitése is figyelemre méltd, amikor azzal indit, hogy

«...a klasszikus (,,galilei” vagy ,,newtoni”’) mechanika és a geometria kozotti kapcsolat
mar altalaban nem domborodik ki ... Pedig éppen mechanikai meggondolasok nyitjak meg
a — szerintem — legegyszeriibb utat a nemeuklideszi terek vilagaba, és ez az ut igen
tanulsdgosan koti Ossze az egybevdgdsdg geometriai és a relativitdsi elvek fizikai
fogalmat.»

Ez a szemlélet — azaz a geometria fogalmainak megfeleltetése a fizika fogalmaival — rokon az
enyémmel, hiszen én a matematikat nem feltalalasnak, hanem felfedezésnek tekintem, a
természetbdl kiolvasott Osszefiiggéseknek, akarhany absztrakcios szint is takarja el ezt a
kapcsolatot.

Osszegzés

Tobb korabbi cikkemben és itt a C. Mellékletben is levezettem, hogy az egyszeriibb — az id6
dimenzido mellett egyetlen térdimenzioban leirt — Lorentz-transzformacio a hiperbolikus
szdmsikon egy hiperbolikus egységvektorral vald szorzassal modellezhetd. Ebben a cikkben
azt mutattam be, hogy a klasszikus newtoni fizika inerciarendszereit jellemzé Galilei-

5 1. J. Jaglom, Galilei relativitdsi elve és egy nemeuklideszi geometria, Gondolat — Budapest, 1985. A konyvrél
egy kis ismertetd taldlhato a KOMAL oldalan: http://db.komal.hu/KomalHU/cikk.phtmlI?id=200695
6 Lasd a 5. labjegyzetben szerepld konyv 402. oldalat.
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transzformaciot szintén egységvektorral vald szorzassal irhatjuk le, de a parabolikus
szamsikon, és itt természetesen parabolikus egységvektorral valo szorzasrol van szo.

Ez ravilagit arra a fontos tényre is, hogy a Lorentz-transzformécié nem altaldnosabb, mint a
Galilei-transzformacio, ahogy a hiperbolikus szamok sem altalanosabbak, mint a parabolikus
szamok, hiszen a kontinuumhipotézisben (CH) megfogalmazott végtelenfajtakhoz vald
viszonyukban kiilonbéznek.” Ezek a szdmok nem képeznek atmenetet egymasba, hanem
koz0Os az eredetiik, és ez vonatkozik az 4ltaluk modellezett transzformaciokra is. Az viszont
igaz, hogy a kételemii szamok képzeteseinek végtelen-értelmezését €s topologiajukat tekintve
van egyfajta ,hierarchia”® e szamok kozott:

e Egyrészt a komplex szamsikon két nem azonos szam tavolsagnégyzete
(normanégyzete) csak pozitiv lehet, a parabolikus szamsikon két nem azonos szdm
normanégyzete pozitiv érték mellett 0 is lehet, a hiperbolikus szdmsikon pedig két
nem azonos szam normanégyzete pozitiv, 0 és negativ értéket is felvehet.

e Masrészt a CH-ban megfogalmazott ,,koztes” szdmossagokra — azaz a természetes
szamok szamossaga és a valos szamok szamosaga, a kontinuum szamossag kozott
1étezd, vagy hidnyzo végtelen szdmossagok — tekintetében a komplex képzetesek azt
modellezik, amikor ilyen nem létezik, a parabolikus képzetes modellje szerint egyetlen
ilyen van, a hiperbolikus képzetesek altal reprezentalt CH-verzio szerint végtelen sok
ilyen végtelen szamossag létezik.

Véleményem szerint a kételemiliekkel és az daltaluk modellezett transzformacidkkal
kapcsolatos kérdésekre a valaszokat a kételemliek ,szarmazasaban™ kell keresni.
Gondolok itt a fent korvonalazott végtelenmodell szerepiikre, €s téridét illusztrald
funkcidjukra. Ez utobbival kapcsolatban — elfogadva az einsteini hattérfiiggetlenség
kritériumat — a téridot én is az anyag altal megformaltnak gondolom. Szerintem ezzel
eljuthatunk a tériddét — és vele az 6t modellezd kételemiieket, valamint transzformacioikat
— alakitdé anyag matematikai modelljéhez. Tehat az A4ltalanos relativitaselmélet
szammodelljében kaphatunk valaszt sok-sok ,,miért” kérdésre, amit ugyan a ,,CSitt!-és-
szamolj”® tipusu fizikusok nem szeretnek, én viszont annal inkabb.

" Ehhez lasd a ,,Hilbert 1-es és 6-os problémdjdanak sszekapcsolasa™ cimii cikk 2. pontjat:
https://www.infinitemath.hu/archivum/egyeb/372-hilbert-1-es-es-6-0s-problemajanak-osszekapcsolasa

8 Rendezési relacié nincs még definialva sem a kételemii szamok sikjan, sem a kételemiiek kiilonbdz6 képzetesei
kozo6tt. Tobb lehetéség kinalkozik erre, de tobb nehézséget is le kell kiizdeni ezzel kapcsolatban, példaul azt,
hogy a kételemiiek képzetesei, mint végtelen-reprezentaciok nem tesznek kiilonbséget a végtelen extenziv és
intenziv volta kozott, a végtelen legalapvetdbb tulajdonsadgat, a — klasszikus értelemben vett —
megkozelithetetlenséget szemléltetik.

® Ugyan nem a csitt kifejezéssel szoktak idézni ezt a fizikusoknak szl tanacsot, de én még idézetben sem
szivesen hasznalom a durvabb kifejezéseket.

| 2021.02. 10. 14:44 A Galilei-transzformacio és a parabolikus szamok 37



https://www.infinitemath.hu/archivum/egyeb/372-hilbert-1-es-es-6-os-problemajanak-osszekapcsolasa

A. Melléklet

Parabolikus szamok
Parabolikus szamok®© alatt azokat a szamokat értem, amelyek
X+yj
alakban irhatoak, ahol X és y valos szamok j-re pedig az igaz, hogy j?= 0, j#0.

Szamsikjuk matematikdja még a hiperbolikus szamsikndl is kidolgozatlanabb. Most csak a
legelemibb 0Osszefliggéseket fogom megemliteni, amelyek legfontosabb tulajdonsagai
megtalalhatoak egy korabbi cikkemben!!, most ezek kéziil csak azokat emelem ki, amelyekre
sziikségem lesz a késdbbiekben.

A komplex szdmokhoz hasonldan a parabolikus szadmok is felirhatoak egy trigonometrikusnak
nevezhetd alakban:

x+yj= o (cospO + jsinp 0)
Ahol 0 -ra és o — ra az igaz, hogy

y
tanp O = =
anp .

0=V
O — t a parabolikus szamvektor argumentumanak, o — t a normajanak nevezem.
A parabolikus szogfiiggvényekre a kovetkezOk igazak:
cospBj =1
sinp 0j = 0j
Azok a szamok, amelyekre Vx2 =p, az y tengellyel parhuzamos egyenesparon
helyezkednek el, amely a szamsik vizszintes, azaz a valos szamokat tartalmaz6 tengelyét a + o

pontban metszik. Ha @ = 1, akkor az Gigynevezett egységparabolan helyezkednek el
A

/ sinp a

+1

Itt is definidlhatdo exponencialis fliggvény, és ennek alapjan a szam exponencidlis alakra
hozhato:

x+yj=oe”
Ahol
o = Vx? tanpO = % és altalaban e® =1 + 0j

10 Szakirodalomban dualis vagy Study-féle szamokként fordulnak még el6.

U 4sd a ,,Kételemii szamok osszehasonlitasa” cimi cikket:
http://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/15-k%C3%A9telem%C5%B1-sz2%C3%Al1mok-alap-
tulajdons%C3%Algainak-%C3%B6sszehasonl%C3%ADt%C3%Alsa.html
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B. Melléklet

Hiperbolikus szamok
A hiperbolikus szamok azok, amelyek
X +yk
alakban irhatok fel, ahol x és y valds szamok, és k? =+1, de k#+1.

A komplex szamok trigonometrikus alakjdhoz nagyon hasonld alakban irhatok fel,
amelyet polarkoordinatéas alaknak is neveziink:

x +yk = o(cosh® + ksinh 0)
Ahol

tanh @ = 4
X

0= =3
0 — t a hiperbolikus szdmvektor argumentuménak, ¢ — t a normdjanak nevezem

Azok a szamok, amelyekre 3/x2 — y2 = g egy olyan derékszogii — mas szoval egyenld
szari — hiperbolan helyezkednek el, amely a szamsik vizszintes, azaz a valds szamokat
tartalmazo tengelyét a +p pontban metszik. Ha @? =1, akkor az ugynevezett
egységhiperbolan helyezkednek el:

\ Y A /

Ezekre a szdmokra is lehet exponencialis fliggvényt definidlni, és ezzel a komplex
szamokhoz ismét csak nagyon hasonl6 exponencialis alakra lehet hozni a hiperbolikus
szamokat:

x + vk = pe®k (M0)

A hiperbolikus szdmok legfontosabb tulajdonsadgai megtaldlhatoak a Keételemii szamok
dsszehasonlitdsa cimii cikkemben??,

12 http://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/15-k%C3%A9telem%C5%B1-sz2%C3%A1lmok-alap-
tulajdons%C3%Algainak-%C3%B6sszehasonl%C3%ADt%C3%Alsa.html
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C. Melléklet

Hiperbolikus fiiggvények, majd hiperbolikus szamok hasznalata a téridé leirasara

Az inerciarendszerek kozott a Lorentz-transzformacioval leirt tér- €s idokoordinatak
klasszikusan a kovetkez0 egyenletrendszerekkel irhatéak 1le, ha egy K
koordinatarendszerben a z koordinatatengely mentén v sebességgel mozgo K’
inerciarendszerben ,,vesszds” koordinatédkkal jeldljiik a koordinatakat®®:

v
z ——tc
ZI — C
2 2
1 _C_2
(M1)
v
ct——z
Ct, — C

2 2
-z

Egy korabbi cikkemben* mar targyaltam a Lorentz-transzformacié leirasat hiperbolikus
szamokkal, de a konnyebb attekintés miatt itt is bemutatom.

Mélyebb elemzés helyett hivatkozom Taylor-Weeler ,,Téridé-fizika*® cimii kényvére,
amelyben nagyszerlien levezetik a szerzOk, és a geometridjat is jol szemléltetik a
Lorentz-transzformacionak, amely sokkal szemléletesebb alakba hozhat6 hiperbolikus
fiiggvények hasznalataval. Igy az (M1) egyenletek koordinataira a kovetkezd

Osszefliggést kapjuk:
z' =z cosh® — ct sinh ®
(M2)
ct' = ct cosh® — z sinh
Ahol @-ra az igaz, hogy
tanh@ = = (= 9 (M3)
ct® ¢

Az (M1)-es képletek egy kicsit elrejtik, az (M2) egyenletekbdl viszont egészen jol
lathato a transzformaci6 jellege: a koordinatatranszformaciéo egy hiperbolian valo
forgatast jelent, azaz hiperbolikus forgatast. Ez a hiperbolikus forgatas viszont nem
térbeli, hanem téridobeli!

13 A legaltalanosabb Lorentz-transzformacié meglehetésen bonyolult, mivel mind a négy koordinatat
kombinalja, de a K koordinatarendszert mindig definialhatjuk Ggy, hogy a z tengelye a K’ rendszer
mozgasiranyaba essék. Mondhatjuk azt is, hogy izotrop tér esetén — ami inerciarendszereknél adott —
lesziikithetem a teret egyetlen dimenziora. Ez az egyszeriibb alak ,,a relativitdas valamennyi 1ényeges vonasat
tartalmazza” (Feynman). A parabolikus esethez hasonléan itt is azért valasztottam a szokasos x tengely helyett a
z térbeli koordinatatengelyt, mert nem szeretném, ha zavart okozna a késGbbiekben e Minkowski-sik
koordinatatengelyeinek megfeleltetése a hiperbolikus szamsik x és y koordinatatengelyeivel.

14 1L4sd ,,4 szimplektikus teve ,, természetes eléforduldsai” I1.” cimi cikket;
http://www.infinitemath.hu/images/stories/skalar_szorzat_ii_v2.pdf

15 Lasd példaul:
http://books.google.hu/books?id=9KfpAy3zEZKC&printsec=frontcover&dg=t%C3%A9rid%C5%91 -
fizika&hl=hu&sa=X&ei= cPhT6PaEcWr-
gbBxOCcAw&ved=0CDkQ6WEWAA#v=0nepage&q=t%C3%A9rid%C5%91-fizika&f=false
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(M2)-b6l z-re és ct-re:
z=12" cosh® + ct’'sinh ®

(M4)
ct = ct' cosh® + z' sinh O

Meég az (M2)-es ¢és (M4)-es egyenletrendszernél is egyszerlibben irhaté le a Lorentz-
transzformacio a hiperbolikus szamokkal.

A hiperbolikus szamok B. Mellékletben bemutatott tulajdonsagai alapjan mar magatol
értet6d6 a modell. Az (M4)-es egyenletbeli ct-nek a hiperbolikus szamsik valds
tengelyét, x-et, z-nek pedig a hiperbolikus képzetes tengelyt, y-t feleltetjiikk meg, azaz a
valos tengely az idonek, a hiperbolikus képzetes tengely pedig az egyik térdimenzidnak
a modellje, (azaz ct—x, z—y). Ekkor a megfigyeld és a hozza képest v sebességgel
mozg6 inerciarendszerbeli tériddpontok (események) viszonydra a kovetkezd
Osszefliggést kapjuk az (M2) és (M3) figyelembevételével:

x" =x cosh® — y sinh @
(M5)
y' =y cosh® — x sinh O
fgy a hiperbolikus szamokra:
x"+ ky' = (xcosh® — ysinh ®) + k(y cosh® — x sinh 0)
Az egyenletet atrendezve kapjuk, hogy:
x"+ky' = (x+ ky)(cosh® — ksinh 0)
ahol
cosh @ — ksinh 0
hiperbolikus egységvektor, igy (MO) figyelembevételével:
x' +ky = (x + ky)e %k (M6)

Tehat a Lorentz-transzformacionak a hiperbolikus szdmsikon egy szorzas a megfeleldje,
mégpedig az eredeti szampontnak (térid6 eseménynek) szorzasa (M3) és (M6)
figyelembevételével a tanh @ = % ,meredekségli” egységvektor konjugéltjaval.

Az (M6) egyenlet még egyszerlibb formaban irhato fel, ha a hiperbolikus szdmvektorok
koordinatas alakja helyett vektoros jelolését hasznalom, azaz

z=x+ky
z'=x"+ky'
jelolésekkel (M6), illetve annak atrendezésébdl a kovetkezoket kapjuk a Lorentz-

transzforméacio hiperbolikus szdmokkal valé modelljeként:

z' = ze %k

z=2z'e%
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