Egy univerzalis valosziniiségszamitas felé, 111., befejezo rész

A valosziniiségszamitds altalanos és egységes axiomarendszere

1. Elozmények

A cikksorozat el6zé két részében® példakon mutattam be néhany, a valészinfiségszamitas
problémait taglald, illetve harmonizalasara torekvé elképzelést, kezdve Andrei Khrennikov
kontextualis valosziniiségszamitasatol a kétrés kisérletek kvantummechanikai (QM)
»rejtélyéig”. Nemcsak e cikksorozatban irtam a valdszinliségszamitasrol, de érintettem a
témat az értelmezések fontossagardl irtak soran?, valamint a kvantumhuncutsagokrol® sz616
cikkeimben, és sok mas irasom foglalkozott vele ilyen-olyan részletességgel®, tsbbek kozott a
legut6bbi, amely Hilbert 1-es és 6-0s problémainak megoldésardl® szélt, és amelynek néhéany
lenyegi eleme jelen targyalasom szempontjabol is nélkiilozhetetlen, ezért emlékeztetiil
felsorolom a négy alapvetést:

1.1. A valészintliségszamitasok alapképlete

Az egymast kizar6 események valoszintiségének 6sszegzési szabalya a kovetkezo:
P = P1 + PZ (1)

Ahol a P, P;, P, szamok nem valds szamokat jelolnek, hanem kételemiieket, azaz
komplex szamok a QM-ben, hiperbolikus szamok a hiperbolikus
kvantummechanikaban®, és parabolikus szamok a klasszikus esetben. Ezt
figyelembe véve szdmithaté’ az (1)-bél az altalanos valoszinliségi Gsszegzés, amelyben
mar valds szdmokat kapok mindharom kételemli szamsikon, és ezek az értékek a
merhetd valosziniiséget adjak:

|P|?> = |Py|* + |P,|? + 2|P;||P,|COS® (2)
Itt | | az adott — komplex, parabolikus, hiperbolikus — szamsikon definialt normat jeldli,

! Lésd https://www.infinitemath.hu/matematika/360-eqy-univerzalis-valoszinusegszamitas-fele-ii-resz és
https://www.infinitemath.hu/matematika/356-egy-univerzalis-valoszinusegszamitas-fele-i-resz

2 példaul a szuperpoziciérél sz6l6 cikkben: https://www.infinitemath.hu/filozofia/368-az-ertelmezesek-
fontossagarol-ii-resz

¥ Lasd https://www.infinitemath.hu/archivum/egyeb/tartalom/90-2016

* Egy régebbi irasom is a jelenlegi témat érinti: ,, Tér és id6 helyett téridé a valosziniiségszamitisban™,
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/324-ter-es-ido-helyett-terido-a-valoszinusegszamitasban

> Lasd a ,,Hilbert 1-es és 6-0s probléméajanak dsszekapcsolasa” cimii cikket;
https://www.infinitemath.hu/egyeb/372-hilbert-1-es-es-6-0s-problemajanak-osszekapcsolasa

® Elsésorban Andrei Khrennikov nevéhez kapcsolédik az éltala hiperbolikus kvantummechanikanak nevezett
elmélet, amelyben a hiperbolikus szamokat vonja be a valosziniiségek Osszegzésébe. Teoridjanak
hasznalhatésagat tébben vitatjak, de érdemes foglalkozni az elképzelésével, mert reményeim szerint egy fizikai
informacidelmélet alapja lehet.

" A kételemii szamokon, mint szamvektorokon alkalmazott paralelogramma szabaly felhasznalasaval adodik az
eredmény.
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és © a Py, eés P, szamvektorok altal bezart, az adott szamsikon értelmezett sz6g, a COS
pedig az adott szdmsikon értelmezett koszinusz fuggvény. Fontos észrevenni, hogy
mivel a parabolikus szamokra az ott értelmezett koszinusz fuggvény azonosan egyenld
eggyel; azaz cp®=1 minden ®-ra, tovabba a parabolikus szamokon értelmezett norma
miatt a (2) képlet a klasszikus, azaz valds szamokra felirt (1)-es 0sszefliggéshez vezet.

1.2. A valo6sziniiségszamitas és a térido

Ha a teret egy dimenziora korlatozzuk, akkor a kételemii szdmsikokon, mint térido
modelleken a valos szamegyenes az idodvonal modellje, a szamsikok képzetes tengelye
pedig a térdimenzidé. A figyelembe vett szempontok indoklasat most nem részletezem,
csak annyit emlékeztet6iil, hogy a kételemiiek egyikén, a hiperbolikus szamsikon a
szorzas miivelete a Lorentz-transzforméci6t®, igy a specialis relativitaselmélet alapvetd
térid6-0sszefiiggését modellezi, a parabolikus (dualis) szamsik pedig euklideszi téridd-
viszonyt tikroz, igy értelemszeriien kinalkozott a feltételezés, hogy a harmadik kételemii
szamhalmaz, a komplex szamsik is egyfajta térid6-0sszefliggést modellez. Ez utobbi
feltételezést alatamasztja a kétrés kisérlet és a stacionarius hatas, amelyek bizonyitékul
szolgalnak arra, hogy a valdszintiséget nemcsak a komplex normanégyzet, mint a
val@szintiségi mez6 ,térmértéke”, de a komplex argumentummal leirt egyfajta
,»1idomérték™ is meghatarozza.

1.3. A valosziniiségszamitas és a kontinuumhipotézis (CH) alternativai

A helyiértékes szamabrazolas egy eddig kiaknédzatlan lehetdségét hasznaltam fel, amikor
az extenziv végtelent potencialisan végtelen helyiértékek segitségével abrézoltam. Ez a
CH-alternativaknak ,,szamszerusitett” feltételrendszert biztositd modelljeihez9 vezetett,
azaz a kételemli szamsikokhoz. A kovetkezokben ezt fogom felhaszndlni a
valoszinliségszamitas altalanos axidmarendszerének megfogalmazasakor.

1.4. A CH- és a térid6-modellek kapcsolata

Mindent Osszevetve a kételemii szdmok mind a téridéket, mind a CH-alternativakat
modellezik. Az extenziv végtelenre megfogalmazott CH-t és alternativait intenziv
vegtelenre is értelmezve olyan kép rajzolddik elénk, amely szerint a potencialisan
végtelen valds szdmegyenes, mint idévonal minden (id6)pontjaban mer6legest allitva az
adott (id6)ponthoz (,,mosthoz”) tartozo térként interpretalhatoak a merdleges egyenes
pontjai, amelyek a valos szamegyenes (idévonal) adott (id6)pontjatol 0-nél nagyobb, de
minden n-re 1/n-nél kisebb ,,idétavolsagra” vannak azon a két szamsikon, ahol ilyen
intenziv végtelen létezik. E modell szerint a tér mintegy ,,bedgyazddik” az idévonal
minden iddpillanataba.

® Lasd ehhez ,,4 téridé geometriai algebrdi” cimii cikk ( https://www.infinitemath.hu/matematika/346-a-terido-
geometriai-algebrai ) 3. Mellékletét, illetve a ,4 szimplektikus teve , természetes eldforduldsai” IL”
(https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/170-a-szimplektikus-teve-termeszetes-elofordulasai-ii ) 3.
oldalan azt, hogy miképpen modellezhet6 a hiperbolikus szamsikon a Lorentz transzformacio.

° Ehhez lasd az 5. labjegyzetbeli cikket.
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2. Az altalanos valésziniiségszamitas axiomai

A kovetkezék néhany részletét mar szintén korvonalaztam a Hilbert 1-es és 6-0s
probléméjardl™® sz616 cikkben.

Kolmogorov axiomatikus valdsziniiségszamitasa halmazelméleti alapokon nyugszik, ami
annyit jelent, hogy a valdszinliségszamitas alapfogalmat, az eseményt a halmazok mintéjara

nem irja korul, és a kozottik definialt miiveleteket is a halmazelmélet miiveleteivel allitja
parhuzamba®!.

A halmazelméleti megalapozast kezdetben hatranynak gondoltam, mivel az esemény-fogalom
sokkal sziikebb kategéria a teljesen altalanos halmaz-fogalomndl, am most elénydsnek
talalom a halmazelmeéleti CH-axiémak konnyii beilleszthet6sége miatt. A kételemii szamok
,kotelez6” hasznalata a valoszinlis€égszamitasban, ugyanakkor ezeknek a kételemii szamoknak
a kontinuumhipotézist modellezd szerepe magatol értetddéen kindlja a megoldast a
valdszinliségszamitas harmonizalasara. Nem kell mést tenni, mint kiegésziteni a kolmogorovi
axiomakat a CHe-alternativdk valamelyikével, pontosabban az adott CH-alternativa
szamszerUsitett modelljével. Kolmogorov nem részletezi a halmazelmélet axiomarendszeret,
csak a valoszinliségszamitas szamara kiegészitd alapfeltevéseket kozli a valdszinliségszamitas
axiomaiként'?, igy a nem részletezett halmazelméleti axiomak kozé beleérthetjik a CH
alternativék egyikét, mint axiomat, és ennek megfeleléen az eseményhalmazokhoz nem valos
szamokat rendeliink, hanem kételemii szamokat, amelyek normanégyzetét az adott esemény
valoszinliségének nevezzik. Ezek alapjan a valdszinliségszamitas modositott kolmogorovi
axiomarendszere —, ahol én sem sorolom fel a halmazelmélet axiomait a CH-ra vonatkozok
Kivételével, — a kovetkezo:

A helyiértékes szamabrazolas lehetéségeit kihasznalva a CH alternativak és
szammodelljeik a kovetkez6k™:

CH1. Nincs olyan szam, amely minden természetes szamnal nagyobb, ugyanakkor
kisebb a 2%o-nal, ahol R, a természetes szamok szamossaga. Ez épp a Cantor-féle
CH-nak megfelel6 eset, és a komplex szamsik modellezi.

CH2. Egyetlen olyan szam van, amely minden természetes szamnal nagyobb,
ugyanakkor kisebb a 2¥o-ndl, és vele a parabolikus szamsikhoz, mint
szammodellhez jutunk.

CH3. Végtelen sok olyan szam van, amely minden természetes szamnal nagyobb,
ugyanakkor kisebb a 2%-nadl, és vele a hiperbolikus szamsikhoz, mint
szammodellhez jutunk.

Q az e elemi események halmaza, F pedig Q részhalmazainak halmaza, feF véletlen

esemény vagy roviden esemény. F tehat az események halmaza, Q-t pedig az elemi

események terének nevezzik.

Axiomak:

I.  F halmazalgebra, azaz egyrészt QeF, tovabba F két halmazanak unidja, metszete
és kiilonbsége F-hez tartozik. A jeloléseket lasd a 2. Mellékletben

19| 4sd az 5. labjegyzetet.

1 Ehhez lasd a 2. Mellékletet, amely a Kolmogorov &ltal parhuzamba Aallitott halmazelméleti és
valdszinliségszamitasi fogalmakat mutatja be.

"2 Ehhez lasd az 1. Mellékletet.

3 Ennek részleteit lasd az 5. labjegyzetbeli cikkben.
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Il.  Q-hoz egy és csak egy CH-axiéma tartozik, azaz CH;, CH,, CH3 valamelyike.

1. Minden F-beli A halmaznak megfelel egy P(A) kételemii szam, amely az Q-hoz
tartoz6 CH-axiomatol figgéen komplex, parabolikus, vagy hiperbolikus szam.
Nevezzik P(A)-t az adott esemény Aaltalanos valdsziniiségének™, a P(A)
normanégyzetét pedig az A esemeény mérhetd valosziniiségének.

IV. | P@)]|*=1

V. HaA és B diszjunktak, azaz AB=0@, akkor
P(A+B)=P(A)+P(B) ¢és az A+B esemény valosziniiségére:

IP(A +B)|? = |P(A)[? + [P(B)|? + 2|P(A)|[P(B)|COSO

Itt | | az adott — komplex, parabolikus, hiperbolikus — szamsikon definialt normat
jeloli, és ® a P(A), és P(B) szamvektorok altal bezart, az adott szamsikon
értelmezett sz6g, a COS pedig az adott szamsikon értelmezett koszinusz fuggvény.

A fenti fogalmi meghatarozasok és axiomak alapjan, ha Q-ra a CH, kontinuum hipotézis
vonatkozik, azaz halmazaihoz parabolikus szamokat rendeltiink, akkor a klasszikus
kolmogorovi valésziniiségszamitashoz jutunk, ha a parabolikus szdmokat azokra
korlatozzuk, amelyeknek valos eleme nem negativ. Ezekre ugyanis |P(A+B) | : |P(A)| és
|P(B)| pozitiv valés szamok, tovabb cp@=1 miatt a négyzetes Gsszefiiggésben, azaz
|P(A+ B)|?> = |P(A)|? + |P(B)|?> + 2|P(A)||P(B)| egyenletben mar elvégezhetd a
gyokvonas, és ezutan megkapjuk a klasszikus | P(A+B) | =| P(A) | +| P(B) | egyenletet az A
és B diszjunkt eseményhalmazokra. Igy a kolmogorovi matematika minden eleme
valtozatlanul alkalmazhato.

A kételemiieck alapmiiveletei alapjan a komplex és a hiperbolikus esetben is igaz a
kolmogorovi matematika az altalanos valosziniiségekre vonatkozoan. Kivételt képeznek azok
az 0sszefliggesek, amelyek a hatarértékfogalmon alapulnak, mivel ezek még kidolgozatlanok
a hiperbolikus esetben, és nem hasznalhatéak automatikusan. Természetesen mindezeket
részletesen végig kell vizsgalni, de ezek méar részletkérdések, és talnének e rovid attekintés
keretein.

A valoszinliségek szamitasanak téridével vald kapcsolata alapjan az esemenynek a halmaz-
fogalomnal sziikebb értelmezeés adhatd, és egy objektumnak a réridében bekdvetkezd
tortenésekent interpretalhatd. Tulajdonképpen az eseményhez egy anyagi rendszer altal
1étrehozott téridébeli pont rendelheté elemi esemeny esetén, nem elemi eseményeknél pedig
egy téridébeli négyestérfogat. Az igy tekintett eseményeken a miveletek definialasa mar
megegyezik a kolmogorovi terminoldgiaval. Ehhez az eseményalgebrahoz kell illeszteni a
téridd tipusat megkiilonboztetd, az adott CH- alternativanak megfelelé axidomat. A mechanika
és a QM matematikajahoz a valosziniiségszamitas alapfogalmanak ez a téridébeli értelmezése
kdzelebb &ll, mint a kolmogorovi halmaz-megkozelités. Az esemény hétkoznapi fogalméabol
kiindulva is magatol értetédébb a téridé-interpretacio. EQy sz0 mint szaz; a kételemii szamok
a CH alternativakat modellezik és egyuttal haromféle téridot is szemléltetnek, igy a CH-
modellek és a térido-abrazolasok ugyanannak a matematikanak az interpretacioi a
valdszinliségszamitas axiomarendszerében.

Y A kvantummechanikéban az A eseményhez tartozd P(A)-t valosziniiségi amplitidonak nevezik, de ezt nem
tartom tal szerencsésnek a kételemiiek téridd Osszefiiggése miatt. A teljes valdsziniiség (angolul total
probability) fogalma mar foglalt volt egy masik dsszefliggésre vonatkozéan, ezért valasztottam egy hasonl6an
atfogo értelmi kifejezést; az dltaldnos valdsziniiséget (angolul lehetne pl. global probability).
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3. Osszegzés

Cikksorozatom elsé részében bemutattam Khrennikov QM-re vonatkoz6 kontextualis
valoszinliségszamitasat, amelynek formalizmusa megegyezett a kolmogorovi matematikéaval,
kiegészitve a statisztikus adatok okozta eltérési OsszetevOvel. Az eltérési faktor koszinusz
fliggvényének meghatarozott szabalyszerlisége azonban konkrétabb okot sejtet egy
statisztikus hibaszazaléknal. A fenti modell ezt a valodi okot nevezi meg, és egyuttal megadja
egy univerzalis — és a kolmogorovihoz hasonléan halmazelméletre alapozott -
axiomarendszert a valdszintiségszamitasban. Kifogasolhatnank, hogy a CH-alternativakra
alapozott 0j axiémarendszer tulsdgosan ,,matematikai” valaszt ad arra a kérdésre, hogy
miképp agazik haromfelé a valdszintiségszamitas matematikaja. Ellenben a kételemii szamok
segitségével a CH-alternativaknak koélcsondsen egyértelmiien megfeleltethetd téridé modellek
mar nemcsak a halmazelmélettel, de a fizika alapfogalmaival hozzak 06sszefiiggésbe a
valoszinliségszamitas eldgazodasanak az okat. A QM matematikaja jelenleg nem ezek
ismeretére alapozza a valdsziniiségszamitassal kapcsolatos allitasait, hiszen egy klasszikus
térido hatterén fogalmazza meg a torvényszeriiségeit. Ez a modszer nemcsak bonyodalmakat
okoz, de hibékat is rejt, ezért a jelenlegi ismeretek alapjan ujra kell fogalmazni a QM
matematikajat, azaz hatterfuggetlenil, a dinamikusan valtozo téridé-modellek
felhasznalaséaval kell kialakitani az eszk6zrendszerét. Ez azonban mar mas torténet, és nem
ennek az irasnak a téméja. A késébbickben errdl is szeretnék majd irni.
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1. Melléklet

A valdszinfiségszamitas kolmogorovi axioméai®

Q az e elemi események halmaza, F pedig Q részhalmazainak halmaza, feF véletlen
esemeény vagy roviden esemény. F tehat az események halmaza, Q-t pedig az elemi
események terének nevezzik.

Axiomak:
I. F bhalmazalgebra, azaz QeF és az F két halmazanak unidja, metszete és
kiilonbsége az F-hez tartozik. A jeloléseket lasd a 2. Mellékletben
Il.  Minden F-beli A halmaznak megfelel egy P(A) nemnegativ valés szdm. Ezt a
szamot az A esemény valoszintiségének nevezzik.
.  PQ)=1
IV. HaA és B diszjunktak, azaz AB=0, akkor
P(A+B)=P(A)+P(B)

Az I-IV. axiomakat kielégité (2, F, P) objektumot valdsziniiségi mezének fogjuk
nevezni.

Ezen axiomak rendszere ellentmondasmentes, de nem teljes. Kolmogorov a rendszer
nem teljes voltat abban latja, hogy ,.kiilonbozé valdsziniiségszamitisokban kiilonbéozé
valosziniiségi mezoket vesznek ﬁgyelembe”m.

> Forras: A. N. Kolmogorov, 4 valésziniiségszamitds alapfogalmai, Hungarian translation © Zibolen Endre,
Typotex, 2010
18| asd a 15. labjegyzetbeli forréas 13. oldalat.
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2. Melléklet

Az alabbi idézet Kolmogorov ,,4 valdsziniiségszamitds alapfogalmai™®’ cimii miivébol

val6, ahol Q azon o elemek halmaza, amelyeket elemi eseményeknek neveziink, a

nagybetlivel jeloltek pedig Q részhalmazai.

Halmazelméletben

1. A és B diszjunktak, azaz
AB = 0.

Véletlen eseményekre’

1. Aés Besemények kizarjdk
egymast.

2. AB...N=0. 2. A, B, ..., N események
kiz4rjak egymast.
3. AB...N= X. 3. X esemény valamennyi 4,

4. AUBU...UN=X.

5. A komplementer halmaz.

.A=48.
7. 4= Q.

8. Ay, As, ..., A, halmazok

U rendszere az € halmaz fel-

bontdsa, ha
A1 A+ ... +An = Q,

ahol feltessziik, hogy az 4;hal-
mazok péaronként diszjunk-
tak. (A + jelet csak diszjunkt
halmazok egyesitésére fogjuk
haszndlni.)

9. B az A részhalmaza:
Bc A

B, ..., N esemény egyidejii
megvaldsulasébol all.

4, X esemény 4, B, ..., N
események legalabb egyikének
a bekovetkezését jelenti.

5. 4 az A esemény be nem
kovetkezését jelentd ellentett
esemény. "

6. Alehetetlen esemény.

7. A-nak sziikségszeriien be
kell kovetkeznie.

8. Az W kisérler abbél all,
hogy megallapitjuk: az A1,
As, ..., A, események koziil
melyik kdvetkezik be; ebben
az esetben A1, As, ..., A, t 2z
U kisérlet lehetséges kimene-
teleinek nevezik.

9. B esemény megyalosula-
s4bdl sziikségszeriien kbvetke-
zik A megvaldsuldsa.

7 asd a 15. labjegyzetbeli forrasban a 17. oldalt.
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