Hilbert 1-es és 6-0s problémajanak 6sszekapcsolasa

A két probléma megoldasanak kulcsa

A matematika tudomanya véleményem
szerint egy oszthatatlan egész, egy
organizmus, amelynek életereje a részei
Osszekapcsolodasatol fugg.”

(David Hilbert)*

Amint ismeretes, 1900-ban egy matematikai kongresszuson David Hilbert dsszefoglalta a
matematika akkor még megoldatlan legfontosabb probléméit, szdm szerint 23-at>. E listan
szereplé kérdések statuszat a mai napig nagy figyelem kiséri. Az elmult tobb mint szaz év
alatt j6 néh&nyat megoldottak kozullk, de vannak olyanok is, amelyek maig megoldatlanok,
illetve olyanok is, amelyekkel kapcsolatban sok részmegoldas sziletett, de 6sszességlikben
még megoldatlanok, vagy vitatott a megoldasuk.® Ez utobbiak kozé tartozik Hilbert listajan
az 1-es és a 6-0s probléma.

1. Hilbert 1-es problémaja, a kontinuumhipotézis és jelenlegi statusza

Nagyon egyszerli megfogalmazasban a kontinuumhipotézis azt allitja, hogy a valds
szamok szamossaga — azaz a kontinuum szamossag — nagyobb a termeszetes szamok
szamossaganal, a megszamlalhatd soknal, és kozottlik nincs mas végtelen nagy
szamossag. Georg Cantor eredetileg a valos szamok szamegyenesére vonatkozéan
fogalmazta meg a sejtését: a valds szamok halmazan (a szamegyenes pontjain) egy
tetszOleges  szamhalmaz  (ponthalmaz)  szamossaga  vagy  Vvéges/vegtelen
megszamlalhatdan sok vagy kontinuum végtelen.

Hilbert ennck a hipotézisnek a bizonyitasat elsérendli fontossagunak tartotta, €s a
problémak kozott els6ként szerepeltette.

Georg Cantor naiv halmazelméletéet Zermelo-Fraenkel axiomatikus halmazelmélete
(ZF) tette ellentmondasmentessé. Hilbert problémajara fontos valaszt adott Kurt Godel
és Paul Cohen a XX. szdzad kozepe tajan, bizonyitasaik alapjan tudjuk, hogy
kontinuumhipotézis konzisztens és fliggetlen, azaz az allitasnak sem a ZF-hez valo
hozzatétele sem az allitas tagadasanak hozzaadasa nem okoz ellentmondast. Ugyanez
igaz a kivalasztasi axiomara is. A geometria parhuzamossagi axiomajahoz hasonldan
tehat ebben a ZF rendszerben is van elddnthetetlen allitas, mégpedig a ZF-et kiegészitd,
és egymassal szoros kapcsolatban allo kivalasztasi axibma és a kontinuumhipotézis. A

! Lasd David Hilbert. ,,Mathematical problems™, 30. oldal; ,,Mathematical science is in my opinion an
indivisible whole, an organism whose vitality is conditioned upon the connection of its parts.”
http://www.ams.org/journals/bull/2000-37-04/S0273-0979-00-00881-8/S0273-0979-00-00881-8.pdf

Z LLasd példaul az 1. labjegyzetbeli forrast.

® Az angol Wikipedia szdcikke tablazatban kozli a 23 probléma statuszait:
https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert%27s_problems , melynek magyar verzidja kevésbé friss és tartalmas, de a
lényegi elemeket tartalmazza.
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kivalasztasi axioma és a kontinuumhipotézis (CH) kapcsolatardl ,,A kivalasztasi axioma
és a kontinuumhipotézis” * cimii cikkemben irtam, elsésorban azt kiemelve, hogy a
kivalasztasi axiéma kovetkezik a globalis kontinuumhipotézissel® (GCH) kiegészitett
ZF-bél (ZFGCH-bl). fgy a GCH-t kellene ,utelagazasnak” valasztani, amelynek
kiilonboz6 varidnsait csatolva a ZF-hez a kivalasztasi axioma eltéré valtozatai
kdvetkeznének, és ezzel kiilonboz6 axiomatizalt halmazelméletekhez jutnank.

Visszatérve Hilbert els6 problémajara, felmeriil a kérdés, hogy ezek utan miért tekintik
csak részben megoldottnak ezt a problémat. Totik Vilmos kovetkez6 megfogalmazasa
jol tikrozi a kontinuumhipotézis jelenlegi statuszaval kapcsolatos altalanos véleményt.
«Jegyezzik meg, hogy Gddel és Cohen eredményei nem valaszoljak meg a kontinuum
kérdését: ma sem tudjuk, hogy igaz-e a kontinuum-hipotézis (az altalunk hasznalt
“standard” szamegyenesen); csak az derult ki, hogy ez logikailag eldonthetetlen a tébbi
axiomabol (azaz vannak olyan “nemstandard” szamegyenesek, amelyeken igaz a
kontinuum-hipotézis, meg vannak olyanok is, amelyeken nem igaz; de ez nem valaszolja
meg azt a kérdést, hogy a “standard”” szamegyenesen igaz-€).»°.

2. A kontinuumbhipotézis-verziok szamszeriisitése

A kontinuum probléma szamszerlsitése nem mas, mint a kontinuumsejtés és két masik
alternativajanak szam-modellként val6 megfogalmazésa. Az itt kovetkezéket mar tobb
cikkben kifejtettem, ezért most egy kis ismetlés kdvetkezik némi roviditéssel.

A megoldaskeresésben a nemeuklideszi geometriak megjelenéséhez hasonlitanam a
kontinuumhipotézissel kapcsolatban felmerilt kérdéseket. A geometriaban létezik a
parhuzamossagi axiomaval, illetve alternativaival ekvivalens allitds, amely a
haromszogek szogosszegeire’ vonatkozva szdmszeriisithetéen ellendrizhetévé teszi,
hogy egy adott tér a geometridk melyikébe tartozik. A nemeuklideszi geometriaval
kapcsolatban mar Gauss és Bolyai is felvetette a valos tér tulajdonsaganak
meghatarozasat a térbeli haromszogek szOgdsszegeinek megmérésével, sé6t Gauss
méréseket is végzett erre vonatkozdan. Tulajdonképpen ez az igény merll fel a
kontinuumhipotézissel kapcsolatban is, hiszen a szamegyenes éppugy a valds tér
egyeneseinek absztrakcidja, amint a geometria egyenesei és haromszogei, a valds
szamok pedig az egyenes szakaszainak meértékélil szolgalnak. Hilbert
kontinuumhipotézis megfogalmazasaban® is azonos értelemben hasznalja a szamokat és
a szamegyenes pontjait. Kivanatos lenne tehat egy olyan szamszerd éllitas, amely
ekvivalens a kontinuumhipotezissel és alternativaival, és a valds terlinkben (egy valos
egyenesen)  ellendrizheté, mérhetd  0sszefliggésként  fogalmaznd meg a
kontinuumhipotézis igaz, vagy hamis voltat az adott esetben. Ez a kivanalom egyben
tulmutat a valds terlinkre vonatkozé kivancsisagon, mivel tulajdonképpen Karl Popper

* Lésd: https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/150-a-kivalasztasi-axioma-es-a-kontinuum-hipotezis
® Mig a CH a kovetkezé: X, = 2%, ahol X, a természetes szamok szamossagat, X, pedig a kontinuum
szamossagot jel6li, addig a globalis kontinuumhipotézis a kovetkezé: R,,q = 28, a = 1,2,3, ...

® Lasd, Totik Vilmos, Lehetetlen, Természet Vilaga, 1998. I11. kiildnszam, Matematika, 87-92. oldal;
http://www.termeszetvilaga.hu/kulonsz/k983/totik3.html

" Euklideszi térben a haromszég szogeinek sszege 180° (radidnban ), a gémbi geometridban nagyobb
ennél, a hiperbolikus geometridban pedig kisebb.

8 Every system of infinitely many real numbers, i.e., every assemblage of numbers (or points), is either
equivalent to the assemblage of natural integers, 1; 2; 3;... or to the assemblage of all real numbers and therefore
to the continuum, that is, to the points of a line; as regards equivalence there are, therefore, only two
assemblages of numbers, the countable assemblage and the continuum.” (Lasd az 1. 1abjegyzetbeli forrast.)
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falszifikalhatosagi elvardsat testesiti meg, azaz a kontinuumhipotézis mérhetden
eldonthetd, azaz szdmszeriisithetéen eldonthetd allitasként vald megfogalmazasat tartja
szlikségesnek.

2.1. A végtelenrél masképp® - a helyiértékes szamabrazolas segitségével

A negativ szdmok gépi abrazolasa adta az otletet, hogy a végtelen nagy szamokat a valds
tortszamok helyiértékes szamabrazolasahoz hasonloan irjam fel, példaul egy specialis
végtelen szam a kovetkez6 helyiértékes alakban irhato fel a tizes szamrendszerben:

..999 1)

Azaz a ...999 szam esetében megszamlalhatéan sok 9 szerepel az egész szamok
abrazolasara hasznalt helyiértékeken a 10-es szamrendszerben.

Mit tudunk elmondani errdl a fenti végtelen nagy szamrol? Mindenekeldtt azt, amit a
valos ’-1’-r6l, azaz

...999%=1 (2)

Mondhatjuk, hogy a (2) egyenletet egy szorzaskor el6fordult ,,talcsordulas” magyarazza,
amely akkor all el6, ha a szamabrazolas nem terjed ki az un. transzfinit — azaz minden
természetes szamnal nagyobb — helyiértékeken vald szamabrazolasra. Fogalmazhatok
ugy is, hogy ezek azok a szdmok, amelyeknél a transzfinit helyiértéken 1évo esetlegesen
értékes szamjegyekkel nem szamolhatok, mert ,nincs rd hely”. A ,nincs ra hely”
magyarazataul szolgéalhat az, hogy mennyiségi aktudlis végtelent nem tapasztalunk a
valdsagban, igy a helyiértékes szamabrazolasomat is csak potencialisan végtelen
helyiértékekre terjesztem ki az egész szamokra vonatkozéan.

A ...999 nem adhatd Gssze a véges természetes szamokkal a klasszikus 6sszegzeési
szabalyt kovetve — klldnben a negativ szdmokat abrazolné — ezért egy betiit hasznalok a
jelolésére: ’k’, és vele a kdvetkez6é szamokhoz jutottam:

x +yk ahol k?=1, k+#1 és x, y val6s szamok (3)

Ha y>0, akkor ezek olyan szamok, melyek a kontinuum soknal kisebbek, de minden
természetes szamnal nagyobb szamokat reprezentalnak, azaz a természetes szamoknal
nagyobb szamossagot jel6lnek. Ezzel eljutottam a kontinuumhipotézis egyfajta
tagadasanak szdmszertsitett modelljéhez, ugyanakkor nem mas ez a szamkor, mint a
hiperbolikus szamok halmaza. Igy a hiperbolikus szamok azt a fajta végtelent
modellezhetik, amikor végtelen sok olyan végtelen nagy'® szam van, amely egyben a
10%0 transzfinit szamnal kisebb.

A parabolikus (vagy dualis) szamok egy olyan végtelent modellezhetnek, ahol
egyetlen olyan végtelen nagy szam van, amely egyben a 10% transzfinit szamnal kisebb.
Ezt a szamot is le lehet irni helyiértékes alakban, mégpedig ...000 formaban, ahol a
nullak dgynevezett értékes nulldk, mivel a helyiértékek transzfinit tartomanyaban
lehetnek nem nulla szdmjegyek, de ezek d&brazolasara ,nincs hely” a helyiértékes

® Az itt lefrtakat ,,4 geometriai algebrdban rejtézkédd végtelen” cimii cikk 1. pontjabdl emeltem &t, némi
roviditéssel;
(https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/199-a-geometriai-algebraban-rejtozkodo-vegtelen ), ami
viszont ,,4z idd, a tér és a végtelen” cimii irdsom 4.5 pontjanak ismétlése;
http://infinitemath.hu/index.php/egyeb/item/88-az-id%C5%91-a-t%C3%A9r-%C3%A9s-a-
v%C3%A9gtelen.html

10 A, végtelen nagy” itt azt jelenti, hogy minden n természetes szamnél nagyobb szamrol, azaz a természetes
szamoknal nagyobb szamossagroél van szo.
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szamabrazolasban. Itt is egyfajta tllcsordulaskent képzelem el a ...000 négyzetre
emelését, és ezt ...000°=0-val fejezem ki. igy maris a parabolikus, més néven dualis
szdmokhoz jutottunk, amelyekre

X +VYj ahol j°=0, j#0 és x, y valés szamok 4)
A komplex szamok, azaz az
X + i ahol i=—1, és x, y valos szamok (5)

alakban felirhat6 szdmok pedig azt modellezhetik, amikor nincs egyetlen egy végtelen
szam sem, amely egyben a 10% transzfinit szamnal kisebb. Ezt a hianyt az egész
szamokhoz hasonlé mddszerrel, negativ szammal jellemzem, csak itt egy olyan szam
jelzi a hianyt, amelynek a négyzete minusz egy, hiszen a négyzetre emeléssel tudom
megjeleniteni a ,,tulcsordulast”. Hangsulyozom, hogy ennél a modellnél is lehet végtelen
nagy szam, de azok a — helyiértékesen nem d&brazolhaté — transzfinit tartoményba
tartoznak. Ennél a modellnél a hiany tehat a transzfinit és a tetsz6legesen nagy, de véges
természetes szamok kozotti végtelenekre vonatkozik.

2.2. A végtelenrdl masképp — a projektiv geometria modszereivel

A Klasszikus szdmegyenesen a végtelen elemeket homogén koordinataként definialva
szintén a kételemii szamok sikjahoz juthatunk. A projektiv geometria szohasznalatat
kdvetve a (szam)egyenes végtelen tavoli pontjait idealis pontoknak is nevezhetjik. E
geometriak egyike a végtelen tavoli pontot nem tartalmazo ,,klasszikus” (szdm)egyenest
tartalmazo sik, a masik a projektiv geometria, ahol végtelen tavoli — pontosabban ideélis
— ponttal bévitett (szdm)egyeneseket tartalmaznak a sikok. Végil a harmadik eset a
hiperbolikus geometriaé, ahol egy kiilsé pontbol a (szam)egyenest nem metszd
egyenesekhez rendelhetek olyan végtelen tavoli — pontosabban idedlis — pontokat,
amelyek az adott (sz&m)egyenesnek is ,végtelen-pontjai”, hasonléan a klasszikus
projektiv geometridhoz. E geometridk egyeneseit feleltetem meg a haromféle kételemu
szamsikkal, mint végtelent tartalmazo ,,szdmegyenessel”. A megfeleltetések részletesebb
leirasat a Melléklet tartalmazza.

2.3.A szamegyenes szambdvitései es a CH-alternativak tanulsagai

A CH és alternativainak fent emlitett modell-rendszerében a helyiértékes
szamabrazolasban rejlé, ¢és eddig kiaknédzatlan lehetdséget hasznaltam fel egyfajta
extenziv végtelen abrdzolasara. Fontos megjegyezni, hogy a végteleneknek ezek a
modelljei a tortszamok helyiértékes abrazolasanak a megfelel6i a minden természetes
szamnal nagyobb ,.egész szamokra” vonatkozoan. Mondhatom azt — Totik Vilmos
kifejezését hasznédlva —, hogy a ,,standard” szdmegyenesemet oly modon bévitettem,
hogy a szdmpontok valos szdmokkal valo megfeleltetését Kiterjesztettem az egész
szamok tetszOlegesen nagy — de nem veégtelen nagy — helyiértékeire is, mikézben a
helyiértékes  szamabréazolas ,szabélyait” megtartottam. Igy olyan  harom
»Szamegyeneshez” — szdmsikhoz — jutottam, amelynek része a valds szamok ,,standard”
szdmegyenese. Egyuttal ezek a bdévitett szamegyenesek (szamsikok) a CH és két
alternativdjanak modelljei. Tehat a ,standard” szamegyenes sem a CH-t, sem annak
variacioit nem modellezi ,,60nmagéban”, viszont része a harom bévitett, CH-t modellez6
szamsiknak, igy az abszolut geometria mintajara nevezhetjik ,,standard” helyett abszollt
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szamegyenesnek, mintegy utalva arra, hogy ez a szdmegyenes mindharom CH-t
modellez6 szamsiknak kdzos része.

Megjegyzendd, hogy a szamegyenes szambdvitesének itt vazolt mddszere logikailag
igen egyszerl, és magatdl értetédd, de a halmazok jelenlegi axiomatizalt rendszereibe
Kiegészités vagy modositds nélkil nem illesztheté. Ennek alapvetd oka az, hogy
szambévités azon a tapasztalatunkon alapszik, hogy a végtelen mennyiséget csak
potencidlisan létezének gondoljuk. Erre utaltam akkor, amikor a helyiértékes
szamabrazolasban arra hivatkoztam, hogy ,,nincsen hely” a transzfinit helyiértékeken
esetlegesen létezd értékes szdmjegyekre. Tobb megoldas kindlkozik a szamszertisitett
CH-alternativaknak és a meglévéd axiomaknak az Osszehangoldsara. Az egyik lehetdség
az, hogy a jelenleg adott axiomékat véltozatlanul hagyom, és a GCH-nak, vagyis a
globalis kontinuumhipotézisnek és alternativainak is megfelelé szambdévitést alakitok Ki.
A masik lehetéség az — és én ennek vagyok a hive — hogy a teljes axidbmarendszert
atalakitom azt a tapasztalatot alapul véve, hogy mennyiségi végtelen csak potencialisan
létezik, aktualisan nem.'* Ez a téma azonban talng e cikk keretein. Szandékomban &ll
visszatérni ra a késébbiekben.

Hilbert 1. problémaja meg ezzel a szamszerGsitéssel sem oldddik meg, mert
véltozatlanul fennall az a kérdés, hogy melyik CH-variacié az ,igazi”*?. A kételemii
szdmsikok, mint CH-variaciok oriasi elénye, hogy egyfajta szammodellé alakitotta a
CH-problemat, igy a valds fizikai objektumok vizsgalataval eldonthetévé valik, hogy
melyik hasznos ezek kozil és melyik nem. Ezzel elérkeztiink ahhoz a ponthoz, ahol
Hilbert 6-os problémajaval kapcsolatos eredmények pontot tehetnek a CH-probléma
megoldasanak a végére.

3. Hilbert 6-0s problémdja, a fizika axiomatikus matematizalasa és mai
statusza

Hilbert a geometria példajat hozza fel, amikor egyfajta axiomatizalasi igényt fogalmaz
meg a fizika azon teriletein, ahol a matematika fontos szerepet jatszik, igy példaul a
mechanika és a valoszinliségszamitas terén. Amiota ezt Hilbert megfogalmazta, azota a
mechanika mellett megjelent a kvantummechanika (QM), és hasonléan a
valoszinliségszamitasnak is két hasznos 4aga van; az axiomatizalt kolmogorovi
valdszinliségszamitds ¢és a QM komplex valdszinliségi amplitidokat hasznald
valoszinliségszamitasa. Ezek egységesitésére még aktiv kutatds zajlik, amellyel
kapcsolatban érdemes megemliteni Andrei Khrennikov kutatasait; a harmadik
valoszinliségszamitas; a hiperbolikus valoszinliségszamitas megjelenését. Hilbert
problémafelvetése oOta a fizika egyéb terlleteinek matematizaldsa is hatalmas
eredményeket hozott, példaul a relativitaselmélet matematikai apparatusat.

I Mielétt valaki idézné Hilbert ismert megfogalmazasét a cantori végtelenrél — ,, Senki sem iizhet ki minket
abbdl a paradicsombdl, amelyet Cantor teremtett nekiink” — megjegyzem, hogy sem a végtelen potencialisra
korlatozasaval, sem a fenti szammodellel nincs szamilizve a végtelen, s6t a fenti helyiértékes abrazolas
alkalmazasakor olyan triikkel éliink, amellyel a potencialisan végtelen helyiértékek hasznalata aktualisba emel
bizonyos ,végtelen” nagy szamokat. Ezek a szamok mégsem mennyiségi végtelenként ,vesznek részt” a
miiveletekben, hanem ,,mindségileg” masok a képzetes voltuk miatt. Ezért nevezem a végtelennek ezt a fajta
szamabrazoliasat minéségi végtelennek. A tapasztalatunknak tokéletesen megfelel ez a fajta végtelen, hiszen
mennyiségi végtelent nem észleliink, de mindségileg kiilonbozo 1étezok sokasaga vesz koriil benniinket.

2 Az ,igazi” alatt azokat a modelleket értem, amelyeket a tapasztalataink megerésitenek, azaz a valo vilig
valamely rendszerének, vagy jelenségének leirasara alkalmasak.
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Sokan és sokat irtak Hilbert matematikai formalizmusarol, amelyet a legtébben az
axiomatizalasra valo torekvéssel és egyfajta pragmatizmussal jellemeztek. Sajat
értelmezésemben az axiomatizalas azt jelenti, hogy bizonyos tapasztalatokon alapul6, —
objektumokrol és toérvényszertiségeikr6l szolo — megallapitasokat k6zmegegyezéssel
elfogadnak, majd azokon alapul6 koOvetkeztetések halmazaval (tételekkel,
bizonyitasokkal) Gjabb és jabb megéllapitasokat tesznek. Goédel nemteljességi tétele™®
alapjan pedig a kor nem zérul, hanem mindig Ujra nyilik, azaz minden elég bonyolult
axiomatizalt rendszer tovabb bdvithetd egy, a rendszerben sem nem bizonyithatd, sem
nem céfolhatd allitas valamely verzidjaval. Ezen (j allitasokkal kapcsolatban ismét
felmeril a tapasztalatokkal valdé egyezés kerdése, igy tortent ez a geometria
parhuzamossagi axiomajaval és a halmazelmélet kontinuum hipotézisével kapcsolatban
is. Ebben a folyamatban benne rejlik a Hilbert altal zsenialisan a matematikaban is
felismert dialektika, a formalizmus és a pragmatizmus koegzisztenciaja.

A fizika matematikai modelljei ma mar hatalmas terepéil szolgalnak a kételemii —
komplex, parabolikus (dualis) és hiperbolikus — szamoknak, tehat azoknak a szdmoknak,
amelyek az el6z6ekben a kontinuum hipotézis és alternativai modellezéséil szolgaltak.

Erdekes médon épp a Hilbert altal axiomatizalni kivant valdsziniiségszamitisokban
jelenik meg mind a harom szamfajta, a komplex szamok a QM
valoszinliségszamitasaban, a parabolikus (dualis) szamokrol csak most derdlt ki, hogy a
klasszikus valoszinfiségszamitas alapelemei®, és megjelent a hiperbolikus QM
lehetdsége is, elsdsorban Andrei Khrennikovnak koszonhetéen™. Tgy fonddik 6ssze
Hilbert 1-es és 6-os problémdaja azzal, hogy egyrészt a CH szamszeriisitett
alternativai, a kételemii szamok nélkiilozhetetlenné valnak a fizika matematikai
modelljeiben és igy az axiomatizalasdban is, masrészt e modelleken keresztil
nyernek létjogosultsdgot a CH-alternativak. Ezzel megoldottnak tekintheté Hilbert
1-es probléméja. Kiemelten fontosnak tartom, hogy a Hilbert 6-os problémaban
nevesitett valésziniiségszamitas harom modellje épp abban kilénbozik, hogy mely
kételemii szamot hasznalja valésziniliségi amplitadoul.

Hilbert 6-o0s probléméajat nem lehet teljes egészében megoldottnak tekinteni, amig a
fizika matematikai modelljei még hianyosak, és nem helyezhet6 valamennyi
axiomatikus alapokra. Fontos azonban, hogy a Hilbert altal is Kkiemelt
valosziniiségszamitas mindharom aga axiomatizalhato, és axiomarendszerik k6zos
alapokon nyugszik; a kételemiieket, azaz a CH alternativaikat hasznalo
Osszefliggéseken.

4. A valoszinuségszamitas eseményeinek térido jellege

Eddig bizonyos szempontbdl héatranynak gondoltam, pontosabban hianyosnak a
halmazelméleti megalapozast a klasszikus valoszinliségszamitas axiomatizalt

B3 Minden ellentmondésmentes, a természetes szamok elméletét tartalmazé, formalis-axiomatikus elméletben
megfogalmazhat6 olyan allitas, mely se nem bizonyithat6, se nem cafolhatd.

1 asd ehhez a ,,Széljegyzetek Andrei Khrennikov hiperbolikus kvantummechanikajahoz” cimii cikket;
https://www.infinitemath.hu/archivum/egyeb/201-szeljegyzetek-andrei-khrennikov-hiperbolikus-
kvantummechanikajahoz

> T6bben javasoltdk mér, de elég kevés sz6 esik az informacionak fizikai 1étez6ként vald kezelésérdl és ennek
lehetséges matematikajarol. Azért emlitem itt e témat, mert Andrei Khrennikov hiperbolikus
kvantummechanikéja, és egyuttal hiperbolikus valdsziniiségszamitasa felvetette a kérdést, hogy van-e egyaltalan
a fizikanak olyan teriilete, amelyet jellemezhet a hiperbolikus modell, és véleményem szerint ez adhat
matematikai keretet egy Uj, fizikai informécioelméletnek.
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kolmogorovi rendszerében, mivel ebben az esemény, mint a valdsziniiségszamitas
alapeleme tul altalanosan definialt, hianyzik az esemenyek térido-jellege. Most a
kételemti szamok CH-modell szerepe miatt viszont nagy el6nynek érzem a
halmazelméleti alapokat, hiszen a CH-variaciok halmazelméleti axiomaként kénnyebben
beilleszthetek a valosziniiségszamitas meglévé kolmogorovi axiomarendszerébe. Ezzel
a kolmogorovi matematika alapjaul szolgal majd a ma haromféleképpen megfogalmazott
valdszinliségszamitasnak, a bedgyazott CH varidciokkal pedig haromfelé 4gaztathatd
egy ,,abszolut valoszinliségszamitasnak™ nevezhet6 rendszer a klasszikus kolmogorovi, a
QM-beli, és a hiperbolikus valdsziniiségszamitasra.

De menjiink sorjaban. El6szor azt kell belatni, hogyan keriil téridé-elem a
valdszinliségszamitasba.

A valdszinliségszamitas eseményei téridé-jellegének bemutatdsa két 1épésben torténik;
elsoként a kételemti szamok szerepét kell megismerni a valdszinliségszamitasban,
masodszor a kételemiiek téridot modellezd funkcidjanak a jelentdségét kell belatni.

4.1. A kételemii szamok és a valosziniiségszamitas

Korabbi cikkeimben®® irtam arrdl a fontos tényr8l, hogy az egymast kizaré események
P, és P, valosziniiségeinek klasszikus 6sszegzési szabalya

P=P1+P2 (6)

nemcsak a makrovilagban teljesil, de a jelenleg ismert kvantumfizikéban, és az Andrei
Khrennikov hiperbolikus kvantumfizikajaban is, ha a P, P;, P, szamok nem valds
szamokat jelolnek, hanem kételemiieket, azaz komplex szamok a QM-ben,
hiperbolikus szamok a hiperbolikus kvantumfizikaban, és parabolikus szamok a
klasszikus esetben. Ezt figyelembe véve szamithat6'’ az (6)-bol az Altalanos
valoszinliségi 0sszegzés, melyben mar valdés szamokat kapok mindhdrom kételemu
szamsikon, és ezek az értékek a mérhetd valoszintiséget adjak:

|P|? = |Py|? + [P2]? + 2|Py||P,|COS® (7)

Ahol P, Py, P, kételeml szamok, | | az adott szamsikon definidlt normat jelodli, és O a
P1, és P, szamvektorok altal bezart, az adott szamsikon értelmezett szdg, a COS pedig az
adott szdmsikon értelmezett koszinusz fliggvény.

4.2. A kételemit szamok és a térido

Els6ként meg kell emliteni a fizikanak azt a terlletét, amely a Hilbert-problémak
megsziletésekor még nem létezett, ugyanakkor fontos szerepet fog jatszani a fizika
matematikai mddszertananak axiomatizalasaban. Ez pedig nem maé&s, mint Einstein
specialis relativitaselmélete.

A kételemiiek egyikén, a hiperbolikus szamsikon a szorzés miivelete a Lorentz-
transzforméaciot™®, igy a specialis relativitiselmélet alapvetd térid3-Osszefliggését

19 4sd példaul a 14. 1abjegyzetben szereplé cikket.

7' A kételemii szamokon, mint szamvektorokon alkalmazott paralelogramma szabaly felhasznalasaval adodik az
eredmény.

18 |4sd ehhez .4 téridé geometriai algebrdi” cimii cikk ( https://www.infinitemath.hu/matematika/346-a-terido-
geometriai-algebrai ) 3. Mellékletét, illetve a ,A4 szimplektikus teve , természetes eldforduldsai” IL”
(https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/170-a-szimplektikus-teve-termeszetes-elofordulasai-ii ) 3.
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modellezi, — ha a teret lesziikitem egy dimenzidra —, a parabolikus (dudlis) szdmsik
pedig newtoni térid6-viszonyt tukroz. Ennélfogva értelemszeriien Kkinalkozik a
feltételezés, hogy a harmadik kételemii szdmhalmaz, a komplex szdmsik is modellezhet
egyfajta térid6-6sszefliggest.

Olyan terbeli gdémbfelileteken, melyeknek gorbilete képzetes egység — azaz a g gorbdilet
az i, j, k, valés tobbszordse, ahol i>=—1, j*=0, k*=1 — a geometria hiperbolikus,
euklideszi, illetve gombi. Ezek a klasszikus sikgeometriak azonban nem a téridét
modellezik, hanem kizarolag kétdimenzios terbeli, azaz sikbeli viszonyokat irnak le. A
téridé kételemii szamokkal valdo modellezése azonban hangstlyosan a tér és az idd
kozotti viszonyt érzékelteti. A képzetes gorbiiletli térbeli gombok példaja — a gombok
képzetes sugara miatt — sugallhatna azt, hogy képzetesekhez rendeljem az id6t, és a
valosokhoz a térdimenzidt. Sokan helyeselnék ezt azok koziil, akik az id6t nem, csak a
teret tartjdk ,valdsnak”. Ezt a szdmomra ,forditott vilagot” azonban tébb okbdl is
elvetettem; figyelembe véve a nagy-bumm elméletet'®, a kételemii szamok altal
modellezett kontinuum hipotézist és alternativait, tovabba az antianyag matematikai
modellezhetdségét. Igy a valos szamegyenest tartom az idévonal modelljének, és a
szdmsikok képzetes tengelyét a terdimenzionak. A figyelembe vett szempontok
indoklasat most nem részletezem, van azonban egyéb praktikus oka is a fentieknek, és
annak, hogy a fizikusoktdl eltéréen, és a matematikusokhoz hasonldéan én is
»Vizszintesen” dabrazolom az id6t a valdos szamegyenesnek megfeleltetve, és
»fuggblegesen” a teret. A specidlis relativitaselmélet a térbeli sebességre allitja, hogy az
nem lehet nagyobb a fénysebességnél; ezt modellezve — és a teret egy dimenzidra
szlikitve — a hiperbolikus szamsikon kézenfekvd, hogy az egyenesek meredeksége a

%—t, egyfajta rapiditast reprezental, ahol v térbeli sebességet jelol. Azaz a képzetes
tengely a tér, a valds tengely pedig a fénysebességgel szorzott idé abrazoldja, hiszen

v vt S

C ct ct

Tehét a potencialisan vegtelen valds szdmegyenes, mint idévonal minden (id6)pontjaban
merdlegest allitva az adott (id6)ponthoz (,,mosthoz”) tartoz6 térkeént interpretdlom a
merGleges egyenes pontjait, amelyek a valdos szamegyenes (idévonal) adott
(id6)pontjatol 0-nal nagyobb, de minden n-re 1/n-nél kisebb ,,idétavolsagra” vannak. igy
tér mintegy ,,bedgyazodik™ az idévonal minden iddpillanataba.

Ezzel elérkeztink a CH-val valo kapcsolathoz azzal a modositassal, hogy az extenziv
végtelenre megfogalmazott CH-t intenziv végtelenre is értelmezziik. Cantor nem vitte at
az extenziv végtelenben megtett utat az intenziv végtelenre is, azaz nem beszélt olyan
paranyokrél, amelyek kisebbek az 1/n sorozat minden eleménél, de nagyobbak 0-nal.
Nem tette ezt meg, mert ezzel megszintette volna a folytonossag Kkiforrott, jol
hasznélhatdé fogalmét, hiszen ugyanolyan mély szakadék nyilt volna meg az intenziv
vegtelenben (azaz a szamegyenes minden pontjaban) is, mint az extenziv végtelenben.
Ez az intenziv végtelen kibovitését elkeriil6 magatartds csak elfedte a problémaét, amely
a CH-ban is ott lappangott. Megjegyzendd, hogy Cantor hires diagonalis mddszere is
csak azért ,,miikodik” a valds szamok szdmossdganak bizonyitasaban, mert feltételezi,
hogy 0-nal nagyobb, de minden n-re 1/n-nél kisebb szam nem létezik, azaz a tizes
szdmrendszert hasznélva a ,,0-végii” és a ,9-es végli” raciondlis tortek egyenlok,
egyetlen szampéldan bemutatva, példaul 0,4999...= 0,5000... . Cantor tehat
becsempészte a feltételek kozé a kontinuumhipotézisnek az intenziv végtelenre

oldalan azt, hogy miképpen modellezhet6 a hiperbolikus szamsikon a Lorentz transzformacio.
YA nagy-bumm elmélet figyelembe vétele azért sziikséges, hogy az ,,egyidejiiség” fogalmanak értelme legyen.
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megfogalmazott allitasat a valés es a természetes szdmok szamossaganak
0sszehasonlitasakor.

Az intenziv végtelenek bevezetésével a parabolikus és hiperbolikus esetben
»Szakadozottnak” tiiné szamegyenes azonban nem is olyan nehezen kezelhetd, mint elsé
pillanatra latszik, ezt épp a kételemli szamsikok elemzései tanusitjak, eés a fizika
matematikai modelljeiben megjelend létik a szlikségessegukre is ramutatnak.

A parabolikus és a hiperbolikus esetben maguk a tapasztalatok szentesitik a szamsikok
téridé-modell szerepét, de a komplex esetben tigy tiinhet, hogy ,,csak” az analdgia erdsiti
feltételezéslinket a komplex szamsik téridét modellezé funkcidjarol. Feynman
palyaintegral mddszere a kvantumelektrodinamikaban (QED-ben) nemcsak jol
hasznalhat6 szdmitasi modszer, de feltarja a komplex szamok teret és id6t rejté szerepét
is. A megoldas bonyolult matematikaja elrejti ezt, de a heurisztikajanak kezdeti
1épéseiben konnyen tetten érhet6, és maga Feynman is igy magyarazta a modszerét egy

népszeriisitd eldadassorozataban.

Feynman a QED-et leir6 — azaz a palyaintegral — modszerét magyarazé kis kényvében®
nyilakkal reprezentalta egy adott esemény kiilonb6z0 megvaldsulédsait, és e nyilak
hosszanak négyzete adta az esemény megvalosuldsanak valosziniiségét. Ha egy esemény
tobb Uton is megvalosulhat, akkor az esemény valdsziniiségének meghatarozasakor az
Osszes lehetséges kimenetelt jelképezd nyilakat sszegezni kell, amely sordn az egyik
nyil hegyét ossze kell kotni a kovetkezo tovével, €s igy tovabb, végiil az eredd vektort az
adja, ha Osszekotjiik az elsé vektor tovét az utolsd hegyével. A nyilak hosszanak a
négyzete az esemény valoszinliségét adja, az irdnyanak maghatarozasahoz pedig
elképzelunk egy stopperorat, amely a kvantumnak a forrdsbdl a detektorba jutadsanak
idejét méri, altalanosabban fogalmazva egy esemény oka és okozata kozott eltelt idot
hatarozza meg. Ennek a képzeletbeli stopperéranak egy mutatdja van, és ez a mutato
porég korbe, amig a foton az Utjat bejarja. Amikor a foton (kvantum) a detektorba
csapodik, a stopperdra leéll, és a mutatdjanak allasat valasztjuk a nyil irdnyanak.

A fentiek matematikai leirasat a komplex szamsik adja, ahol a nyilaknak a szamvektorok
a megfeleldi. Egy szamvektor nagysaganak a négyzete a komplex szam modulusanak
(norméajanak, vagy abszollt-értékenek) a négyzete. A stopperéra mutatojanak allasa
pedig a komplex szam argumentumaval irhato le. A nyilak 6sszegzése tetszOleges szamu
szamvektor 0sszegének felel meg, és két vektorra nagyon ismerds a képlet; két egymast
Kizaro kvantum-esemény valoszintisegenek 0sszegzése:

|P1+P2|2:|P1|2+|P2|2+2|P1||P2|C05@ (8)

ahol P;, P, komplex szamok, | | az abszolutértéket jeloli, és © a Py, és P, komplex
szamvektorok altal bezart sz6g. A (8) képlet tetszbéleges szamu vektorra is felirhatd, azaz
tetszOleges szamu komplex szdmvektor Osszegzésekor az ereddvektor nagysdganak
négyzete a kovetkezo:

2
DB = DIRI+2 ) I|p|cos(e: — 6;) = ) IRI|B|cos(e; — ) ©)
i

i i<j i,j

A komplex szdmok ezen 0sszegzése megegyezik Feynman nyilacskainak
0sszegzésével, a baloldal az ered6 vektor hosszanak a négyzete. Egyuttal a (9) egyenlet
tetszOleges szamu, egymast paronként kizard események valoszinliségének osszegzése.

% |_4sd Richard P. Feynman, QED — A megszilardult fény, Skolar Kiadd, 2003.
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Igy a komplex szamvektorokat hosszmértékkel — egy valdsziniiségi mezd mértékével —,
azaz térjellemzével latja el Feynman. Még ennél is izgalmasabb e kis modellben az,
hogy a komplex argumentumot idéként interpretélja. Igy ez a valdsziniiségi modell a
komplex szamok polarkoordinatait hasznalja; a modulus — vagy norma — merték a
valoszinliségi mezében, mint mértéktérben, az argumentummal pedig idét rendellink az
eseményhez. Tehat a komplex valoszinliségi amplitidonak nemcsak a komplex normaja
hatarozza meg a valdsziniiséget, de az adott komplex szam argumentuma — tehat
egyfajta id6-reprezentacié — is szerepet jatszik a valdszinliségi leirasban, méghozza
olyan fontos szerepe van, hogy egyrészt vele magyardzhatd az interferencia-jelenség,
mésrészt a staciondrius hatas®* elvének QM-beli megfeleldjének is ez az oka. Gyakorlati
példakent, ha a kétrés kiserletre gondolunk, akkor az érzékelé képernyd egy adott
pontjaba a két résen keresztiil érkezd fotonok eltérd uthosszat jarnak be a fényforrastol
szémitva, igy a sebességiik allandésagat® figyelembe véve az ,,Gton toltott idejuk” is
kiilonboz6 (szintén a fényforrastdl szamitva). Ez okozza az interferenciat. Tehat maga a
tapasztalt interferencia — mint mérés — a bizonyiték arra, hogy egy adott pontba juto
fotonok szamat, pontosabban valosziniiségét nemcsak a komplex normanégyzet, mint a
valoszinliségi mezd ,,térmértéke”, de az ,,idémértéke” is meghatarozza.

Megjegyzés

Feynman palyaintegral matematikdjanak Oriasi eldnyei vannak, de olyan
hatranyai is, ami miatt csak komoly atalakitasokkal alkalmazhatd, ha
altalanossagban szeretnénk alkalmazni mindharom kételemi szam Altal
modellezett téridében és valdszinliségszamitasban. Csak a legfontosabb
problémékat emlitve gond az, hogy newtoni teret és id6t hasznal, valamint az
egész matematikai apparatusa a valés és a komplex szamok folytonossagi
tulajdonsagain alapszik. A fent nagy vonalakban leirt értelmezésbdl kiindulva
azonban nem latom akadalyat annak, hogy mindharom szamkdrben kidolgozzuk
az elképzelés matematikajat. So6t, olyan reményt is taplalok, hogy egy Uj
matematikai megkozelitéssel elkeriilhetéek azok a problémak, amelyeket a
Feynman-modell hasznalataban a végtelenek felbukkanasa okoz, és renormalasi
modszereket tesz sziiksegessé.

5. Osszegzés

Hilbert 1-es problémaja, a CH és alternativai 0j megvilagitasba keruilnek olyan — veluk
ekvivalens — szammodellek megkonstrualasaval, amelyek egyuttal a kételemiiek
szamsikjait is modellezik. A végteleneknek ezekben a modellekben szerepld fajtai nem
mennyiségileg jellemzik a fogalmat, hanem minéségében Gjként ragadjak meg. Ezaltal a
fizikai tapasztalatokkal adekvatabb matematikat kapunk, hiszen a valdsagban
mennyiségi végtelent nem észleliink, csak a létezok mindségileg eltérd sokasagaval
talalkozunk. A kételemii szdmok mar eddig is nélkiilozhetetlen szerepet jatszottak a
fizika matematikajaban, anélkul, hogy tudtunk volna a végtelent modellez6
tulajdonsagukrol. E létfontossagu szerepiik miatt a CH-alternativak szammodelljeinek
1étjogosultsaga is megkérddjelezhetetlenné valik, és ezzel végre megoldottnak tekinthetd
Hilbert 1-es problémaja.

2! |smertebb, bér pontatlan elnevezés szerint a legkisebb hatés elve alapjan torténd megvalésulasa egy palyanak.
2 Itt magyardzatra szorul a ,fénysebesség allandésaga”, hiszen Feynman palyaintegral modelljében
mikroszinten a fénysebesség nem allandé. A kulcsszo a ,,mikroszint”, mivel nagyobb tavon mar konstanssa valik
a fénysebesség Feynman szerint is, és a résektél az érzékeld berendezésig mért Uthossz mar ,,makrotavolsag”.
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Hilbert 6-os problémaja ugyan még a fentiekkel egyitt is befejezetlen, de a
kételemlicknek a valoszinliségszamitasban jatszott szerepe, és mint halmazelméletbeli
CH-axiomék modelljei megkdnnyitik a halmazelméleti alapokon nyugvo kolmogorovi
valdszinliségszamitas olyan kibovitését, amely egységbe képes foglalni az eddig kiilén
kezelt klasszikus es QM-beli valosziniiségszamitast. Ezzel oriasi haladas érhet6 el a 6-0s
probléma megoldasaban, azaz a fizikai matematika axiomatizalasaban, hiszen nemcsak
Hilbert nevesitette e probléma kapcsén a valdszinliségszamitast, de mai tudasunk szerint
is vele kapcsolhatd 6ssze a klasszikus mechanika és a QM, valamint egy hiperbolikus
QM, amely reményeim szerint egy fizikai informéciéelmélet alapja lehet. Emellett a
kételemiiek a tér és az id6 — azaz a fizika alapfogalmai — viszonyat is Uj megvilagitasba
helyezik, amely nem mas, mint az egyes CH-alternativakban megfogalmazott végtelenek
kozotti kapcsolat.

Mindent 6sszevetve a matematika és vele a fizika fogalmi harmonizécidja Ujabb,
magasabb szintre Iép a Hilbert 1-es probléma megoldasaval, pontosabban a megoldas
modszerével, és a 6-0s probléma részmegoldasainak eszkdzeivel.
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Melléklet

Az itt kovetkezoket tartalmazza ,,4 kételemii szamok, mint homogén koordinataval leirt
szdmegyenesek”? cimii korabbi irdsom is.

Induljunk el azon az dton, amint a szamsikokon a szamok polarkoordinatas alakjahoz jutunk:
_ _ Y
Z—x+8y—x(1+8x) (M1)

Ahol & = i, j, k (i’=-1, j?=0, k®=1) aszerint, hogy komplex, parabolikus, vagy hiperbolikus
szamrol van sz6. A komplex szamoknal %=tg(p, a hiperbolikus szamoknal pedig %=thr
bevezetésével a kovetkezdket kapom

z=x(1+itang) a komplex szamoknal (M2)
zZ=x (1 +j%) a parabolikus szamoknal (M3)
z =x(1+ ktanht) a hiperbolikus szamoknal (M4)

Az (M1) egyenletben felirt alak szinte ,kiélt” egyfajta homogén koordinatarendszerbeli
értelmezésert. A homogén koordinatak haszna épp az, hogy a végtelen tavoli pontokat véges
koordinatakkal fejezziik ki. A kételemii szamok tiszta képzetes részének végtelen-értelmezése
IS pontosan ezt teszi: a végtelent véges ,,koordinataju” szamponttal jellemzi.

1. Parabolikus (szam)egyenes

A parabolikus szamegyenes esetén a szamegyenesre egyetlen idealis (végtelen tavoli)
pont illeszkedik.

Ha a (szdm)egyenesen egy kozdnséges (szam)pont Descartes-féle koordinataja (x),
akkor x;#0 esetén az illesztett homogén koordinatarendszerben az x»/x; homogén
koordinataval leirhatd elemet rendelem, melyre x= Xo/X;, melyek az origdn atmend x,/X;
meredekségli egyenesek. (Lasd az 1. abrat).

x5 A o
X w,ix=x
e
1. 4bra
2z Lasd: https://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/176-a-k%C3%A9telem%C5%B1-

5z2%C3%A1mok-mint-homog%C3%A9n-koordin%C3%A1t%C3%Alval-le%C3%ADrt-
sz2%C3%Almeqgyenesek.html
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https://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/176-a-k%C3%A9telem%C5%B1-sz%C3%A1mok-mint-homog%C3%A9n-koordin%C3%A1t%C3%A1val-le%C3%ADrt-sz%C3%A1megyenesek.html
https://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/176-a-k%C3%A9telem%C5%B1-sz%C3%A1mok-mint-homog%C3%A9n-koordin%C3%A1t%C3%A1val-le%C3%ADrt-sz%C3%A1megyenesek.html
https://www.infinitemath.hu/index.php/matematika/item/176-a-k%C3%A9telem%C5%B1-sz%C3%A1mok-mint-homog%C3%A9n-koordin%C3%A1t%C3%A1val-le%C3%ADrt-sz%C3%A1megyenesek.html

Az x;=0 homogén koordinataju egyenes pedig a szamegyenes egyetlen végtelen tavoli
pontjanak a megfeleldje. Ily modon az origéon atmend valamennyi egyenesnek egyetlen
szampont felel meg az x szamegyenesen, melynek egyetlen végtelen tavoli pontja van.

Azt mondom tehat, hogy az egyetlen végtelen tavoli ponttal bovitett szaimegyenes
homogén koordinatakkal valé leirasa a parabolikus szamsikot adja.

2. Hiperbolikus (szam)egyenes

A hiperbolikus szamegyenes esetén a szamegyenesre végtelen sok idedlis (végtelen
tavoli) pont illeszkedik. Ebben az esetben is a homogén koordinatakra valo attérésnél a
homogén koordindtarendszer origojara illeszkedd sugarsor elemeit feleltetem meg a
szamegyenes pontjainak. (A 2. adbran fekete szinnel rajzolt szamegyenes piros szinnel
jelolt pontja kozonseges pont, a zold és a barna pontok idealis pontok. Ezen az abran
torzitottan a végtelen tavoli pontok is a végesben vannak &brdzolva.)

;A

x % = tanh x

xY

2. 4bra

A homogén koordinatakra val6 attérésnél a szamegyenes kozonséges Descartes-féle
koordinataju (x) (szam)pontjahoz a szamsik Xo/X;=tanhx homogén koordinataval leirhato
elemét rendelem x;#0 esetén, ezek az elemek olyan, az origon atmend egyenesek,
melyek meredeksége kisebb, mint egy. (Lasd példaul a 2. abrat, és a piros szinnel rajzolt
egyenest.) Ily modon az origéra illeszkedd sugarsorbdl csak egy nyalab egyeneseit
feleltettem meg kdlcsdnosen egyértelmiien a szamegyenesem kdzonseges pontjainak. A
sugarsor tobbi egyenesét a szamegyenes végtelen tavoli pontjaihoz rendelhetem. Az
abszolutértékben egynél nagyobb meredekségii egyenesek meredekségét xi/X,=tanhx
(X2#0) modon irom le. (Ezek egyike a 2. dbran barna szinnel rajzolt egyenes.) Az x;=X;
egyeneshez a szdmegyenes ,,legkisebb” végtelen tavoli pontjat, az X;=—x, egyeneshez a
szamegyenes negativ szamtartomanyaban legnagyobb végtelen tavoli pontjat rendelem.
(Ezek egyike a 2. abran zold szinnel rajzolt egyenes.) Ily modon az origon atmend
egyenesek kozil egy kivétellel mindegyikhez egyetlen kozénseges, vagy vegtelen tavoli
— azaz idealis — szampont felel meg az x szamegyenesen, melynek végtelen sok végtelen
tavoli pontja van. Az origora illeszkedé sugarsor egyenesei koziil egyediil az x;=0
egyeneshez nem rendeltem egyetlen szamegyenesre illeszkedd pontot sem.

Azt mondom tehat, hogy a végtelen sok idealis ponttal bévitett szamegyenes
homogén koordinatakkal valé leirasa a hiperbolikus szamsikot adja.
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3. Komplex, vagy elliptikus (szam)egyenes

A komplex szamegyenes esetén a szamegyenesre nem illeszkedik egyetlen idealis
(végtelen tavoli) pont sem. Ebben az esetben is a homogeén koordinatakra val6 attéresnél
a homogén koordinatarendszer origdjara illeszkedd sugarsor elemeit feleltetem meg a
szamegyenes pontjainak.

A homogén koordinatakra val6 attérésnél a szamegyenes Descartes-féle koordinataju (x)
(szdm)pontjahoz x,#0 és |x|<n/2 esetén a szdmsiknak a tgx=x,/X; homogén
koordinataval leirhato elemét rendelem, ezek az elemek az origdn atmend egyenesek. Ily
moédon az origora illeszkedé sugarsor x;=0 elemének Kkivételével minden elemét
hozzérendeltem a szamegyenes (-n/2,+1/2) szakasz szampontjaihoz. Igy egy tetszéleges
hosszlisagi®* véges nyilt szakasz pontjait tudtam kolesdndsen egyértelmiien
megfeleltetni az origora illeszkedd sugarsor egyeneseinek ugy, hogy az x;=0 egyeneshez
nem rendeltem egyetlen szamegyenesre illeszkedd pontot sem.

Azt mondom tehat, hogy a végtelen tavoli ponttal nem rendelkezé szamegyenes,
(pontosabban tetszélegesen nagy szamszakasz) homogen koordinatakkal valo
leirdsa a komplex szamsikot adja.

 Tetszéleges hossziisagl, hiszen tgx=x,/x; (-n/2<x<m/2) esetén x’= xL/m hozzérendeléssel egy L hossz(isagu (-
L/2,L/2) nyilt szakasz pontjait rendelhetem az origdn atmend egyenesekhez.
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