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Térido-modellek és a kételemu szamok

Gyorsuldasmentes mozgds-modellek a kételemiiek szamsikjain*

,, Két mennyiséget elosztani egymassal puszta szamolas, a
matematika azt kitaldalni, hogy mit osszunk mivel.”
(Jordan Ellenberg, Ne tévedjiink)?

Belefogtam a differencial- és integralszamitas fogalmainak tisztazdsdba a kételemli szamokon,
természetesen a komplex szamok kivételével, hiszen annak analizise egy jol kidolgozott teriilete a
matematikanak. Kezdett til hossza lenni a kalkulusrol® sz616 cikk, ezért az elézményeit, pontosabban
a kételemii szamoknak azokat a fontos Osszefiiggéseit —, amelyek megalapozzak analizisiiket — jelen
irasomban foglalom 6ssze. Az itt szerepld Osszefiiggések egy része mar szerepelt korabbi cikkeimben,
de most a differenciél- és integralszamitds kontextusaban, annak el6készitésére sorakoztattam fel a
matematikai alapokat, kiegészitve jakkal és értelmezésiikkel.

1. Bevezetés

Gyorsuldsmentes esetben a tér lesziikithetd egy dimenzidra a modellezésben, igy a kételemii szamok
kozlil mind a parabolikus szamok, mind a hiperbolikusok térid6t modelleznek. A parabolikus
szamsikon a szamok szorzasa a Galilei-transzformaciét, a hiperbolikusoknal a Lorentz-
transzformaciot modellezi.* Igy logikus annak feltételezése, hogy a parabolikus és hiperbolikus
szdmok ,.testvérei”, a komplex szamok is specidlis térid6t modelleznek. A ,.testvér” komplex szadm
azonban egy alapvetd pontban eltér mind a hiperbolikustol, mind a parabolikustol, ugyanis a komplex
képzetes az aktualis végtelen hidnyét jeloli, szemben az aktualis végtelent modellezd parabolikus és
hiperbolikus képzetessel. A komplexek téridét modellezd szerepét tekintve ez jelentheti azt, hogy a
komplexeknél tapasztalatilag nem kiilonbozik a tér az id6t6l, hiszen a tér az 1d6 aktualis végtelenjét
modellezi, ha pedig az utobbi — tehat az aktualis végtelen — hianyzik, akkor az eldbbiek — tér és 1d6 —
»egyivastak”. ,,Elég lehetetlen leirni azt, amin tul tér, ido és anyag elveszitik kiilonallo identitasukat
s egymds ruhdjat kezdik hordani™ A tréfat félretéve, a komplexeknél a tértél nem kiilonbozd id6
abban is megnyilvanul, hogy a komplex szdm norméja, masnéven abszolutértéke megegyezik a
vektoralgebra vektorjainak abszolutértékével, amely vektorok koordinatatengelyei egyenértékiiek,
azaz a tapasztalatot modellezve megkiilonboztethetetlenek.

1 A kételemi szamok alaptulajdonsagait 14sd a Mellékletben.

2 Dividing one number by another is mere computation; figuring out what you should divide by what is mathematics.”
(Jordan Ellenberg, How not to be wrong)

3 Rovidségiik miatt mind az analizis, mind a kalkulus kifejezést hasznalni fogom ,.differencidl- és integralszamitas”
matematikajat jelolve.

4 Lasd ,,4 Galilei transzformdcio és a parabolikus szamok” cimii cikket:
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/412-a-galilei-transzformacio-es-a-parabolikus-szamok

® Nem tudtam ellenallni annak a késztetésnek, hogy itt Terry Pratchett-et idézzek a ,,Biibdjos bajok”-bol.

2024.04.14.8:14 1/15


https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/412-a-galilei-transzformacio-es-a-parabolikus-szamok

Térid6-modellek és a kételemii szamok — Gyorsuldsmentes mozgas-modellek a kételemiiek szamsikjain

Richard P. Feynman (1918-1988) nem nevezi nevén a komplex téridot, de épp ezt irja koriil a QED-
et leird — azaz a kvantumelektrodinamika palyaintegral moédszerét magyarazo — konyvében®, amikor
érthetéen elmagyardzza, hogy miképp 0Osszegzddnek egy adott kvantum-esemény kiilonb6zd
megvaldsulasainak a valoszintiségei, vilagossa téve, hogy miképp kell szamitasba venni a komplex
amplitidonégyzet mellett a komplex argumentumot is, amelyet idéként interpretal. Osszefiiggésben
van a komplexek fent emlitett ,,homogén” térideje Feynmannak azokkal a meglatasaival is,
amelyeket a fény mikrotéridobeli viselkedésével kapcsolatban fogalmazott meg: a minden utat bejard
¢s barmely sebességgel haladni képes fényrdl. Tehat annak, amelynek fizikdjat Feynman leirja a
QED-ben, annak a matematikajat két dolog hatarozza meg: egyrészt a komplex képzetes aktualis
végtelen-hidnyt abrazolo volta, amely 6sszemos teret €s idot, masrészt a komplex szamsik, mint térido
modellben a korlatlan értékkészletli tangensfiiggvény, mint sebesség-modell.

2. Gyorsulasmentes sebességmodellek a kételemiiek szamsikjain

A kételemli szamok tehat térid6t modelleznek, és a valds szamtengely az iddt, a képzetes
koordinatatengely a teret modellezi, igy adott a gyorsuldsmentes egyenesvonalu mozgas esetén a
sebesség klasszikus — differencialszamitast sem igényl6 — definialasa, azaz térbeli tavolsag osztva a
megtett Ut alatt eltelt idével. Mindez a szdmsikon egy szdmvektor meredekségét jelenti. Felhasznalva
a kételemii szdmoknak a Mellékletben véazolt tulajdonséagait a kovetkezd adodik:

Egy z kételemii szam, ha
— _ Y
z—x+6y—x(1+6x) €y

Ahol x és y valos szamok, 8 = i, j, k (i’>=—1, j?=0, j#0, k?=1, k#1) aszerint, hogy komplex,
parabolikus, vagy hiperbolikus szamrol van sz6. A komplex szamoknal §=tg(p, a hiperbolikus

szamoknal pedig % =tht bevezetésével’ a kovetkezot kapom:

z=x(1+itan¢) a komplex szamoknal (2)
zZ=Xx (1 +j %) a parabolikus szamoknal 3)
z=x(1+ ktanh1) a hiperbolikus szamoknal 4)

Lathato, hogy egyediil a parabolikus szdmokndl marad meg a sebesség klasszikus ,tér-per-idé”
értelmezése egyenesvonalu egyenletes mozgas esetén. Ezeket sebességfogalmakat fogom most
attekinteni.

2.1. Sebességmodell a hiperbolikus szamsikon

Mindig ¢lek azzal a lehetdséggel, hogy gyorsulasmentes egyenesvonall mozgéas esetén a tér
lesziikithet6 egy dimenziéra® a modellezésben, igy a hiperbolikus szamsikon modellezett — a specidlis

® Lasd ehhez ,,Hilbert 1-es és 6-os problémdjdanak dsszekapcsoldsa” cimii cikk. 4. pontjat:
https://www.infinitemath.hu/archivum/egyeb/372-hilbert-1-es-es-6-0s-problemajanak-osszekapcsolasa

valamint a kovetkezd konyvet: Richard P. Feynman, QED — 4 megszildrdult fény, Skolar Kiado, 2003.

" Lasd err6l a Mellékletet.

8 Feynman igy ir errdl: ,,... a legdltalanosabb Lorentz-transzformdcidé meglehetésen bonyolult, mivel mind a négy
koordinatat kombindlja. Mi tovabbra is az egyszeriibb alakot fogjuk hasznalni, mivel a relativitds valamennyi lényeges
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relativitdselméletben leirt — tériddben is a valds szamtengely az id6t, a komplex koordinatatengely a
teret szemlélteti.

Amint a (4)-es képlet mutatja; a hiperbolikus szamsikon egy hiperbolikus-tangensfiiggvényt kapunk
a sebesség modellezésére®, és e sebesség additivitdsi szabalyat fogom itt bemutatni. E
torvényszertiséget pedig a valdsag visszaigazolja.

1. Megjegyzés

Felmeriilhet valakiben, hogy miért épp a hiperbolikus-tangensfiiggvényt vezettiik be a (4)-es
képletben. Gondolhatunk példdul arra, hogy ezt a hiperbolikus és trigonometrikus fiiggvények
kozotti kapcsolat indokolja; figyelembe véve a torténetileg évszazadokkal kordbban kialakitott
komplex szamok trigonometrikus és exponencialis alakjat. Ezek figyelembevételével belathato a
hiperbolikus-tangensfiiggvény bevezetésének sziikségszeriisége.

Legyen K és K’ két rendszer, amelyet a hiperbolikus szamsikon abrazolok. Legyen a K rendszer maga
a hiperbolikus szamsik koordinatarendszere, a K’ rendszer pedig a K-hoz képest % = tanh 1,
0

sebességgel halad. Legyen a K rendszerben egy z=x+ky pont, amely a K rendszerhez képest % =

tanh 7 = v sebességgel halad, a K’ rendszerben ezt a pontot z’=x’+Ky’ irja le és ez a K’-hoz képest
% = tanh ' = v’ sebességgel mozog.
2. Megjegyzés

A klasszikus irodalom K’-t vonatként, késébb tirhajoként érzékelteti, a mozgd pontot pedig a
vonatban vagy az tirhajoban mozgo6 objektumként kell elképzelni.

A K és a K’ rendszer kozott a koordinatadsszefiiggések — azaz a Lorentz-transzformacié modellje a
hiperbolikus szamsikon — a kovetkez$®:
x" = x coshty —y sinht,
()
y' =1y coshty — x sinht,
és
x = x' coshty + y'sinht,
(6)
y =y’ cosht, + x' sinh 1,

Tehat mindez a kételemii szamokkal kifejezve azt jelenti, hogy a z’=x’+Ky’ pont a Lorentz-
transzformacioval a kovetkezo:

z'" = (x coshty —y sinhty) + k(y coshty — x sinht)

Hasonloan a z=x+Ky pont transzformaltja az alabbi:

vonasdt tartalmazza.” (Richard Feynman, Mai Fizika 2 — Relativisztikus mechanika — Forgé és rezgémozgas, 22. oldal,
Miiszaki Konyvkiado, Budapest, 1968)

% Lasd ehhez ,,4 Galilei transzformdcié és a parabolikus szamok” cimii cikk C. Mellékletének (M3) képletét:
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/412-a-galilei-transzformacio-es-a-parabolikus-szamok

W 1.4sd ehhez ,,4 Galilei transzformdcié és a parabolikus szamok” cimii cikk C. Mellékletét:
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/412-a-galilei-transzformacio-es-a-parabolikus-szamok
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z = (x' coshty+y' sinhty) + k(y' coshty+ x' sinht)

Konnyen belathatd, hogy e transzformaciok egységvektorral valo szorzast jelentenek a hiperbolikus
szamsikon, azaz:

z' = z(coshty — ksinh 1)

()
z = z'(coshty + ksinh 7,)
Exponencialis alakkal felirva:
z' = ze "ok
®)
z = z'e%ok

Ne feledjiik, az x és x’ koordinatak az id6koordinatak, az y és y’ pedig a térbeli koordinatak modelljei,
igy a sebességek a kovetkezok:

!

, ¥y coshty—x sinht

Y ©)

x" x coshty —y sinht,

Av= % = tanht alapjan y=xv=x (tanh t) Osszefiiggést a (9) egyenletben felhasznalva, majd

(x coshtg)-vel osztva — ahol cosh t, sohasem 0, x-rdl pedig feltessziik, hogy nem 0 — a kdvetkezot
kapjuk:

, X tanhtcosht, —x sinht, tanh T — tanh

= = 10

x coshty —xtanht sinht, 1-—tanht tanhrt, (10

Tehat:
tanht — tanht, v — 1

v = = (11D

1 —tanht tanht, 1-—vv,
Hasonlodan juthatunk a kovetkezOre:

tanh 7’ + tanht, v + v,

= (12)

v = =
1+ tanht’ tanhz, 1+4+7v' v,

Azaz a sebességek nem a klasszikus modon adédnak 6ssze, hanem a hiperbolikus-tangensfiiggvény
fiiggvényvaltozdjanak additivitasa szerint, hiszen példaul a (12) egyenlet alapjan a kovetkezd igaz:
tanh 7’ + tanht,

=tanht = = tanh(z’ 13
v = anit 1 + tanht’ tanht, anh(z’ + 7o) (13)

2.2. Sebességmodell a parabolikus szamsikon

A (3) alapjan a parabolikus szamoknal megmarad a sebességek klasszikus ,,tér/id6” 0sszefiiggése, és
a parabolikus szamok szorzasaval a Galilei-transzformaciot modellezve az egyenesvonalii és
gyorsulasmentes sebességdsszegzés klasszikus additivitasat kapjuk.t

1 14sd ehhez ,,4 Galilei transzformdcié és a parabolikus szamok” cimi cikket:
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/412-a-galilei-transzformacio-es-a-parabolikus-szamok
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Mozogjon a K’ rendszer egyenesvonall egyenletes mozgassal, és vo sebességgel a K rendszerhez
képest, amely itt a parabolikus szamsik koordinatarendszerének felel meg. Az x koordinatatengely
jelolje az id6t, az y pedig a teret. Ha a két rendszer eredetileg egybeesett, azaz origojuk azonos, akkor
a Galilei-transzformacio szerint:
y’ = y-VoX

(14)
X =X
Ne feledjiik hat, hogy y egy térbeli irany, x pedig az idé modellje!
A parabolikus szamsikon modellezve a rendszereket, legyen a K rendszerben egy z=x-+jy pont, amely
a K rendszerhez képest % = v sebességgel halad, a K’ rendszerben ezt a pontot z’=x’+]Jy’ irja le és a
K’-hoz képest %, = v’ sebességgel mozog.
fgy:

X +jy =x <1 +j%> = x'(1+jv) (15)

A (15) egyenletben a (14) dsszefiiggéseit, valamint a parabolikus szamok tulajdonsagait felhasznalva:
l = l T : (Y ’ .

XA+jv)=x"+jy =x+jly —vox) =x<1+](;—vo)> =x (1+](V—VO)) (16)

Tehat a parabolikus szamsikon valdban a klasszikus sebességosszegzés modelljét kaptuk:
v =v-—y, (17)
A (14) Osszefiiggéseit, valamint a parabolikus szamok tulajdonsagait felhasznalva a fentiekbdl

konnyt levezetni, hogy a Galilei-transzformacio itt is egységvektorral valo szorzast jelent, csak itt
egy parabolikus egységvektor a szorzotényezo:

z' = ze Vol
(18)

z =z eV

2.3. Sebességmodell a komplex szamsikon

A komplex szamoknal a sebességre egy tangensfiiggvényt kapok. Mivel a komplex téridé még nem
vizsgalt a fizikdban, hiszen a komplex szamok téridét modellezd szerepét sem fedezte fel a fizika,
ezért ezt a sebességosszefliggést még nem igazoltak tapasztalatilag, de matematikaja korrekt és a
kovetkezokben ezt mutatom be.

Most is gyorsuldsmentes egyenesvonall mozgast végzd rendszerek kozotti Osszefiiggéseket
vizsgalok, és a teret lesziikitem egy dimenzidra a modellezésben, igy a komplex szamsikon
modellezett téridében is a valds szamtengely az 1d6t, a komplex koordinatatengely a teret modellezi.

Amint a (2)-es képlet mutatja; a komplex szamsikon egy tangensfiiggvényt kapunk a sebesség
modellezésére. E sebesség additivitasi szabalyat egyeldre csak matematikailag tudjuk bemutatni, ami
nem mas, mint a tangensfliggvény fliggvényvaltozdjanak additivitasa szerinti 6sszegzés. Ezt mutatom
be az aldbbiakban.
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Legyen K és K’ két rendszer, amelyeket a komplex szamsikon abrazolok. A K rendszer maga a
komplex szamsik koordinatarendszere. A K’ rendszer a K-hoz képest iﬂ = tan 7, sebességgel halad.
0

Legyen a K rendszerben egy z=x+iy pont, amely a K rendszerhez képest% = tant = v sebességgel

halad, a K’ rendszerben ezt a pontot z’=x’+iy’ irja le és a K’-h6z képest % =tant1’ = v’ sebességgel
mozog.

Tapasztalati bizonyiték hijan egyel6re csak matematikai 6sszefiiggés, hogy a K és a K’ rendszer
kozott a koordinatadsszefiiggések a kovetkezok a komplex szdmsikon:

x' =x costy+y sint,
(19)

y' =y costy — x sint,

x =x'costy—y'sint,
(20)
y =y costy+ x'sint,

Tehat mindez a kételemli szamokkal kifejezve azt jelenti, hogy a z’=x’+iy’ pontra a fenti
transzformaciot alkalmazva z” a kovetkezo:

z'=(x costy+y sinty) +i(y costy — x sint,)
Hasonldan a z=x+Ky pont transzformaltja az alabbi:
z=(x" costy—y' sinty) +i(y' costy+ x' sinty)

Konnyen belathato, hogy e transzformacio is egységvektorral vald szorzast jelent, de most a komplex
szamsikbeli egységvektort értve, azaz:

z' = z(costy — isintgy)

(21)
z =2z'(costy + isinty)
Exponencialis alakkal felirva:
z' = ze "ot
(22)
z=2z'e%!

Most se feledjiik, az x és x’ koordinatak az id6koordinatdk, az y és y’ pedig a térbeli koordinatak
modelljei.

Ezek utan a sebességek a kovetkezok:
' COSTy — X sint
U, — y_, — y 0 . 0 (23)
x'"  x costy+y sinht,

Av= % = tant alapjan y=xv=x (tan t) Osszefiiggést a (23) egyenletben felhasznalva, majd
(x costy)-vel osztva — ahol feltessziik, hogy x és cos 7y nem 0 — a kdvetkezot kapjuk:

. x tantcoshty — x sint tant — tanrt,
v = =

: = (24)
X COSTy + xtant sin T 1+ tant tant,
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Tehat:
tant — tant, v — v
1+tant tanty, 1+ vy,
Hasonloéan juthatunk a kovetkezore:
tant’ + tant, v+ vy
v = (26)

~ 1-—tant’ tant, 1—7v'v,
Azaz a sebességek nem a klasszikus moddon adddnak Ossze, hanem a tangensfiiggvény
fliggvényvaltozojanak additivitasa szerint, hiszen példaul a (26) egyenlet alapjan a kdvetkezd igaz:

. tant’ + tant, tan(e’ + 1) @7
v=tant = =tan(t' +71
1 —tant’ tant, 0

Es valoban, a komplex szamsikon is szorzasnal az argumentumok osszeadddnak, azaz a szorzat
argumentuma a tényez6k argumentumainak Osszege, tehat a (27)-es egyenlet komplex szamok
szorzasabol adodo sebességosszegzést, ugyanakkor egy téridébeli forgast mutat.

Bér azt irtam korabban, hogy a komplex szamok térid6t modellezd szerepe tapasztalatilag nem
igazolt, pontosabban, hogy nem vizsgalt ez a térid6, de ez nem teljesen igaz, hiszen az interferencia
jelensége jol vizsgalt a fizikaban, még ha értelmezése maig vita targya. A kvantummechanika (QM)
valoszintiségi modelljébe épp azért keriiltek be a komplex szamok, mert veliik tokéletesen leirhatoak
voltak a tapasztalatok. Igy a komplex szamok szerepe tapasztalatilag igazolt a kvantumvilagban, csak
a teérido-eértelmezésiik hianyzik. Tehat nem egy tapasztalat, hanem egy értelmezés hidnyzik, amit
viszont épp itt fogalmaztam meg. Igy azt allitom, hogy a sebességdsszegzés tangens-szabalyat, ha
nem is direktben, de attételesen igazoljak azok a tapasztalatok, amelyet Feynman a fény
mikrotéridébeli tulajdonsagairél leirt'?, azaz kvantumszinten a fénysebességnek nincs hatéra, és nem
létezik a masik korlat sem, azaz a fény egyenesvonalu terjedése sem torvényszer.

Nagyon fontos €szben tartani, hogy a gyorsuldsmentes egyenesvonalii mozgas
a térben egyenesvonalura vonatkozik, amely a #éridében nem
egyenesvonalu, hiszen a hiperbolikus esetben egy téridébeli hiperbolan vald
mozgast (Lorentz-transzforméciot) abrazol, egyediil a parabolikus esetben
mutat szintén téridébeli egyenes mentén valé elmozdulast (Galilei-
transzformaciot), a komplex téridében pedig egy téridébeli kormozgast.

Visszatérve a komplex téridd sebességisszegzésében a tangens-szabalyra, magyardzatra szorul,
miképp fligg ez Gssze a két korlat — a sebességhatar €s a térbeli egyenesvonalu terjedés — hianyaval
kvantumszinten. Hogy a fénysebességnek nincs hatara kvantum szinten, az a sebesség
tangensfiiggvény voltaval all kapcsolatban. A tangensfliggvénybdl, mint sebesség-modellbdl
kovetkezik a sebesség korlatlan volta, de forditva a sebesség korlatlan voltabdl a parabolikus eset is
adodhatna. A sebesség korlatlan volta és a klasszikus 0sszegzési szabaly hidanyabol mar kovetkezik a
tangens-szabaly a sebesség-Osszegzésre. A térben egyenesvonall terjedés torvényszerliségének
hianya a komplex képzetesnek az aktualis végtelen hianyat modellezd voltaval all kapcsolatban, tehat
azzal, hogy az aktualis végtelen hidanya a komplexeknél a tapasztalatilag nem kiilonb6z6 teret és
id6t szemlélteti. fgy a fenti bekeretezett figyelemfelhivas alapjan megkiilonboztethetetlen a térben

1214sd errél: Richard P. Feynman, QED — 4 megszildrdult fény, Skolar Kiado, 2003.
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egyenesvonalll az idében egyenesvonalutdl, magyaran tapasztalatilag nem Kkiilonboztetheté meg a
térben egyenesvonalii mozgas a tetszoleges térbeli palyatol kvantumszinten. Szemlé¢letessé teheti
ezt a téridot az a tulajdonsaga is, hogy ugyan tetszoleges lehet a mérete, de aktudlisan csak véges
lehet, hiszen épp azt modellezi, amikor nincs aktudlis végtelen. A sebesség korlatlan volta is azt
jelenti, hogy ugyan tetszélegesen nagy lehet, de aktualisan mindig véges. Mindezek matematikajabol
mar kovetkeznek a Feynman altal megfogalmazott tapasztalatok: egyrészt a sebességkorlat hianya,
masrészt a fény palyajanak tetszéleges volta, ami abbdl kovetkezik, hogy a tér/id6 végessége €s a
sebesség tetszOlegesen nagy volta miatt kvantumszinten a téridé minden pontjat nemnulla
valdszinliséggel jarja be a fény.

Ne tévedjlink! Valtozatlanul inerciarendszerekr6l van szo itt is, azaz a térben egymashoz képest
egyenesvonalu  egyenletes mozgassal mozgd (gyorsulasmentes) rendszerek — kozotti
transzforméaciokrol. Erre a komplex téridében is igaz az, amit mar a hiperbolikus téridével, azaz a
Lorentz-transzformacié kapcsan egy korabbi cikkemben'® megfogalmaztam, hogy az egyik
rendszerbdl klasszikus méréssel nem ellendrizhetéek a masikban mérhetd téridobeli tavolsagok. Csak
fény — vagy egyéb kozvetitd — Gtjan és matematikai szamitasokkal szerezhetd informécio a masik
rendszerrél. Igy a Lorentz- és a Galilei-transzformacio mellett a komplex téridébeli kérmozgdsrol
latassal szerzett informacid sem mas, mint egy térido-perspektiva az egyik rendszerbdl a masikra
tekintve — itt a klasszikus méreteink vilagabol a kvantumok vilagat figyelve — amely soran a latas-
tapasztalatok éppugy nem az igazi méreteket mutatjak, ahogy a térben tavoli targyak perspektivikus
mérete sem.

3. A sebességmodellek, mint a Kiils6 és belsé szorzatok hanyadosai

A kételemi szamok és a geometriai algebra 0sszefliggéseit vizsgalva definidltam a kételemtieken is
a geometriai szorzathoz hasonlot egy skalaris és egy ferde-skalaris szorzat segitségével.

3.1. Emlékezteto6iil a szorzatok definicioi

Az egyenletekben a z; a z1 szam konjugaltjat jelenti, Re pedig egy kételemii szam valos, Im
pedig a képzetes részét jeloli.

SKALARIS VAGY BELSO SZORZAT
Hiperbolikus szdmsik:
(z1,2) = Re(Z12,) = |z1]|z;| cosh(t, — 71) = %1%, — y1¥> (28)
Parabolikus szamsik:
(21,22) = Re(Z12;) = |71|z3| = x1x; (29)
Komplex szamsik:

(21,2) = Re(Z12,) = |z1]1z3| cos(t, — 1) = x1%5 + Y1V (30)

18 Lasd a ,,Szimmetridk és téridék” ciml cikket; https://www.infinitemath.hu/archivum/egyeb/426-szimmetriak-es-
teridok
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A kételemil szamokra a skalaris szorzat altalanosan a kovetkezo:

(z1,23) = Re(Z12;) = |71||z5| COS(Ty — T1) = X123 — 6%Y1Y; (31)

Ahol COS az adott szamsikon definidlt koszinusz-fiiggvényt jeldli, és & = i, j, k (i?=—1,
j>=0, j#0, k?=1, k+#1) aszerint, hogy komplex, parabolikus, vagy hiperbolikus szamro6l van

sz0.

FERDE-SKALARIS SZORZAT:

Hiperbolikus szamsik:

w(zy,2) = Im(Z12y) = |Z1|| 23| sinh(7, — 1) = %1V, — X2V (32)

Parabolikus szamsik 1*:

w(zy,2;) = Im(Z12;) = |Z1||z;|(sparg z, — spargzy) = x1y, — X1 (33)

Komplex szamsik:

w(zy,2;) = Im(Z12;) = |Z1||z;] sin(r, — 11) = %17, — %01 (34)

A kételemil szamokra a ferde-skalaris szorzat altalanosan a kovetkezo:

w(z4,2;) = Im(Z,z;) = |Z1||z,| SIN(T; — T1) = X1y — X2)1 (35)

Ahol SIN az adott szamsikon definialt szinusz-fliggvényt jeloli.

GEOMETRIAI SZORZAT:
(zy,2,) = 212, = (21, 2,) + 6 w(24,2;,) (36)

Ahol & =1, j, k (i>=—1, j>=0, j£0, k?=1, k#1) aszerint, hogy komplex, parabolikus, vagy
hiperbolikus szamrdl van szo, és (zy,z,) a skalaris, w(zq,2,) = x;V, — x,y; a ferde-
skalaris szorzat az adott kételemii szamsikon.

3. Megjegyzés

Elso latasra a geometriai szorzat zavarba ejt6 lehet két okbdl is.

Egyfeldl a definicidoban szerepld szorzatban az egyik kételemii tényezd konjugaltja szerepel,
de egy szam konjugaltjanak a konjugaltja a szammal azonos, igy példaul I(zq,2z,) =
712y = 2125 = (71, 23) + 6 w(Z1,2;) = Re(z42,) + 8Im(z12z,). Tehat  tetszbleges
kételemi szorzat felirhatd geometriai szorzatkeént.

s

szereplé szorzatra is. A geometriai szorzatban a szamok konjugacidja az, ami nem
felcserélhetd, pontosabban felcserélés esetén eldjelet valt a szorzat, azaz:

(z,2;) =212y = —21Z3 = — [1(2,,2;). Tehat a geometriai szorzatot definialé IT
fliggvényben nem szabad felcserélni a valtozokat, pontosabban a csere eléjel-valtozassal jar.
Ugyanis a IT fiiggvényben a valtozok sorrendje hatarozza meg, hogy koziilik az elsé
konjugaltja szerepel a szorzatban: II(z,, z,) = Z12,.

14 A kevésbé ismert parabolikus — vagy masképp dualis — szamokon értelmezett fiiggvényekrdl lasd a Mellékletet.
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KULSO SZORZAT:

A geometriai szorzat (36) ¢és a ferde-skalaris szorzat (32), (33), (34) definicidinak
felhasznalasaval a kiilsO szorzatok a kovetkez6k:

Hiperbolikus szamsik:

Z1 Nz, = kw(zy,2,) ahol k* =1,k #1 (37)
Parabolikus szamsik:

Z1 ANzy = j w(zy,2,) ahol j2=0,j#0 (38)
Komplex szamsik:

zZ1 ANz, =i w(zy,2,) ahol i2 = —1 (39)
A kételemii szamokra a kiilso szorzat altalanosan a kovetkezo:

Z1 N2z, = 8 w(zq,23) (40)

Ahol & =i, j, k (i>=—1, j>=0, j#0, k?=1, k#1) aszerint, hogy komplex, parabolikus, vagy
hiperbolikus szamrol van szd, és w(zy,z,) = x;y, — x,y, ferde-skalaris szorzat
mindharom kételemi szamsikon.

A Kkiils6 szorzatokat felhasznalva a geometriai szorzat a kovetkez6é mindharom szamsikon:

(zy,2;) =712, =(24,23) + 2, N 2Z; (41)

3.2. A skalaris szorzat algebraja és geometriaja

A skalaris szorzat az euklideszi geometridban két hasznos
tulajdonsaggal bir, és ugyanezekkel a tulajdonsagokkal a
kételemiiek szamvektorai is rendelkeznek.

Izl SIN ©
Egyrészt egy vektor onmagaval vett skalarszorzata a
vektor hosszanak négyzete, szamvektor esetén a hossz
alatt a szdmvektor normajat, mas kifejezéssel
abszolutértékét kell érteni. Ennek belatdsa trividlis a
definiciok alapjan.

" 1zIcos @

Masrészt a skalarszorzatot geometriailag ugy lehet
értelmezni, mint két vektor esetén az egyiknek a masik 1. 4bra

iranyaba eso vetiiletének ez utobbival valo skalaris

szorzatat. Lasd ehhez az 1. abrat, ahol ,,piros” p vektor jeloli a z vektor w-re valo vetiiletét, és
a (z, w) skalaris szorzat egyenl6 a p vektor és w skalaris szorzataval, azaz:

(z,w) = (p,W) (42)

Mindez nemcsak az 1. abran bemutatott euklideszi sikon igaz, de a kételemiiek szamsikjain is.
Ennek belatasa konnyt, de nem trivialis, mivel el Kell tekinteniink az abranak a Kklasszikus
merdélegességet sugallo jellegétol, hiszen a szamsikok geometridja Kiilonbozik az
euklideszitol. Meg kell hat vizsgalni, mit jelent e szamsikokon a merdlegesség.

A merblegesség azonosan definialt mindharom szamsikon; azaz két szamvektort akkor
nevezem merdélegesnek, ha a skalarszorzatuk nullaval egyenlé. A kiilonb6zoségek pedig a
skalarszorzatok eltéréseib6l adodnak. Egyediil a komplex szdmsikon kapunk olyan
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merblegesség fogalmat — m/2-vel forgatast — amely megegyezik az intuitiv képilinkkel. A
hiperbolikus szamsikon az egymasra mer6leges vektorok egyenesei az egységhiperbolak
aszimptotajara tiikrozottek, a parabolikus szamsikon pedig a képzetes szamtengelyre illeszkedd
szamvektorok merdlegesek minden masik szamvektorra. A merélegességnek ezek a geometriai
jellemzései nemcsak kontraintuitivek, de bonyolultak is, pedig algebrailag igen egyszeriien,
rdadasul mindharom szamsikra egységesen szemléltethetd a merdlegesség fogalma: merdleges
két szamvektor, ha az egyik egyenld a masik képzetes szamszorosaval:

<le Zz) = 0 (=4 Zl = bSZZ (4‘3)

Ahol b valds szam, és & = i, j, k (i?=—1, j°=0, j#0, k=1, k#1) aszerint, hogy komplex,
parabolikus, vagy hiperbolikus szamrdl van sz6. Ez egyediil a komplex szamoknal jelenti a
klasszikus meredekséget, hiszen ott, ha a tiszta képzetes szammal, azaz i-vel szorzunk egy
komplex szamot, a szorzatvektor az eredeti vektor elforgatasat jelenti /2-vel, azaz az eredeti
szamvektorra meréleges a szorzatvektor. Altaldnosan is egyszer(i belatni, hogy barmely
kételemii szamsikon két szamvektor skalarszorzata akkor és csak akkor egyenld nullaval,
ha az egyik egyenlé a masik képzetes szamszorosaval. A bizonyitastél most eltekintek, egy
korabbi cikkemben erre kitértem.™

A fentiek ismeretében mar konnyi belatni, hogy a (42)-es Osszefliggés a kételemiick szamsikjain
IS igaz. Ennek bizonyitasat az olvasora bizom, ha van kedve jatszani a szamokkal. Csak azt a jo
tanacsot kell megfogadni, hogy ne geometriai, hanem algebrai eszkdzoket hasznaljunk: a
kételemii szamok tulajdonsagait és a (43)-as bizonyithato allitast.

Két osszefiiggést fontos hangsulyozni. Ha az egyik definici6 koziiliik, akkor a
masik bizonyithato tétel:

e A Kkételemiiek szamsikjain két szamvektort akkor nevezek
merdlegesnek, ha a skalarszorzatuk nullaval egyenld.

e Barmely kételemii szamsikon két szamvektor skalarszorzata
akkor és csak akkor egyenlé nullaval, ha az egyik egyenld a
masik képzetes szamszorosaval

3.3. A ferde-skalaris szorzat algebraja és geometriaja

Az euklideszi sikon egy paralelogramma teriilete egyenld két szomszédos oldalanak hossza,
valamint az oldalak altal kozbezart szo6g szinuszanak szorzataval:

T = |a||b|sin¢ (44)

A komplex szamsikon definialt ferde-skalaris szorzat is két szamvektor altal kifeszitett
paralelogramma elGjeles teriiletének nagysaga, lasd a (34)-es egyenletet, figyelembe véve, hogy
egy komplex szdm konjugéltjanak abszolutértéke egyenld az adott szdm abszolutértékével. A
ferde skalaris szorzatok azonos modon definidltak a parabolikus €s a hiperbolikus szamsikokon
Is —lasd a (32)-, és (33)-as egyenleteket — de ezeken a szamsikokon a teriilet fogalma még nem

15 4sd ,,4 szimplektikus teve ,, természetes eléforduldsai” I1.” cimii cikket,
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/170-a-szimplektikus-teve-termeszetes-elofordulasai-ii
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definialt. Egy kordbbi cikkemben® szamvektorparok ekvivalencidjaként vezettem be a
kételemlicken altalanosan egy teriiletfogalmat a ferde-skaldris szorzat segitségével, majd
belattam, hogy ez a teriiletfogalom ekvivalens a komplex szamsik — és az euklideszi sik —
paralelogrammainak teriiletével. igy kezdetben a ferde-skalaris szorzatokat akartam teriiletként
bevezetni, de késébb meg fogom indokolni, hogy miért valasztom inkabb a kiilsé szorzatot —
tehat a ferde-skalaris szorzat képzetes szdmszorosat — a teriilet definicidjaként.

4. Megjegyzés

Aki hasonlosagot vél felfedezni a vektoralgebra vektorialis szorzata és a fent definialt ,,vektorialis
teriilet” fogalma, mint kiilsé szorzat kozott, az nem téved. Epp ez az egyik ok, amiért a kiilsé
szorzatot valasztottam a teriilet definicidjaként. Hasznos lesz a matematikai fizikdban.

Tehat két vektor — legyenek ezek z és w szamvektorok — altal kifeszitett paralelogramma
tertiletének nevezem a kovetkezot:

T=zAw =38 w(z,w) = 8lm(zw) = 8|z||w]| sinh(0, — 0,,) = 8(z;w, — z,W;) (45)

Ahol szokas szerint § =1, j, k (i?=—1, j?=0, j#0, k?=1, k#1) aszerint, hogy komplex, parabolikus,
vagy hiperbolikus szamr6l van szo, 0, a z vektor, 6,, pedig a w vektor argumentuma, z1, z2, Wa,
w2 pedig a vektorok Descartes-koordinatai, azaz z=z1+82> és w=w1+ dWo.

Koénnyen igazolhatd, hogy a ferde-skalaris szorzat — ¢és igy két vektor altal kifeszitett
paralelogramma teriilete — akkor 0, ha a két vektor parhuzamos, masképp az egyik vektor a
masik valos szamszorosa.!?

Két fontos oOsszefiiggés koziil, ha az egyik definicid, akkor a masik
bizonyithato tétel:

e A kételemiiek szamsikjain két szamvektort akkor nevezek
parhuzamosnak, ha a ferde-skalaris szorzatuk nullaval
egyenld.

e Barmely kételemii szamsikon két szamvektor ferde-skalaris
szorzata akkor és csak akkor egyenlé nullaval, ha az egyik
egyenlé a masik valos szamszorosaval:

3.4. A sebességmodellek specialis szorzatokkal kifejezve

A geometriai szorzat (36)-os alakja egyrészt egy kételemii szamot hataroz meg, masrészt
definicio szerint két kételemii szam szorzata. Ez eszembe juttatja a Lorentz-, a Galilei- és a

16 1asd ,,A geometriai algebra alapelemei és a szamok II. — A bivektor és a paralelogrammak ekvivalencigja a harom
szamsikon” cimi cikket;
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/185-a-geometriai-algebra-alapelemei-%C3%A9s-a-
sz2%C3%A1mok-ii

17 Lasd Lasd ,,4 szimplektikus teve ,, természetes eléforduldsai” II.” cimli cikket,
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/170-a-szimplektikus-teve-termeszetes-elofordulasai-ii
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komplex téridébeli inerciarendszerek kozotti transzformaciok exponencialis alakjat a (8), (18)
¢és (22) egyenletekben. Altalanosan igaz az inerciarendszerek kozotti téridokben, hogy

z' = ze 700 (46)

Ahol, mint mindig & =1, j, k (i°=—1, j?=0, j#0, k?=1, k1) aszerint, hogy komplex, parabolikus,
vagy hiperbolikus szamrol van szo. A (46)-0s egyenletben a jobboldali szorzatot geometriai
szorzatnak tekintve a kdvetkezdt kapjuk:

7' = ze7%® =11(z,e""%) = Re(ze %) + §Im(ze~"0%) (47)
fgy a szorzatok definiciéit felhasznalva:
7z =(Z,e ™% 4+ § w(Z, e‘TOa) (48)
Inerciarendszerek modellezésérdl van szd, igy lényeges a sebesség transzformaltja, ami a (48)
szerint:
= ,—To8
,_ w(g_ze e T06>) (49)

fgy a sebesség transzformaltjat felirtuk egy ferde-skalaris és egy skalaris szorzat hanyadosaként.

4. Osszegzés

Az egész cikk a kételemli szamok legfontosabb Osszefiiggéseit tartalmazza a differencial- és
integralszamitasra tekintettel, ezért nehéz ezek koziil is a legjelentdsebbeket kiemelni.
Mindenesetre a bekeretezett szovegek kiilonos figyelmet érdemelnek a mozgésok tér- és téridore
vonatkozo6 jellemzését illetOen, illetve a skalaris és ferde-skalaris szorzatok kétféle, egymassal
ekvivalens definicidira vonatkozdan. Sejthetd, bar a cikkben direktben nem utaltam ra, hogy
miért készitik eld a felsorolt Osszefliggések a differencial- és integralszamitast, hiszen egyrészt
a sebességek a differencidlszamitis specidlis elemei, mivel a sebesség az ut id6 szerinti
derivéltja, masrészt az integralszamitas eredetileg nem mas, mint terliletszamitas és e cikk
bevezetett egy teriiletfogalmat a kételemiieken.
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Melléklet — A kételemii szamok elemi tulajdonsagai
Egy z kételemii szam, ha
_ _ 4
Z—x+8y—x(1+6x) (M1)

ahol x és y valos szamok, 8 = i, j, k (i>=-1, j>=0, j#0, k®=1, k#1) aszerint, hogy komplex,
parabolikus, vagy hiperbolikus szamrél van sz6. A komplex szamoknal % =tge, a hiperbolikus

szdmoknal pedig % =tht bevezetésével a kovetkezoket kapom

z=x(1+itan¢g) = o(cos ¢ + isin ) a komplex szamoknal (M2)
_ N _ y ..y . , ,

Z=X (1 +j ;) =0 (cp 2 +jsp x) a parabolikus szamoknal (M3)

z =x(1 + ktanh @) = go(cosh ¢ + ksinh¢) ahiperbolikus szdmoknal (M4)

ahol p-t a szamok normajanak, vagy — a komplexek nyoman — abszolitértékének a ¢-t a szamok
argumentumanak nevezem, mindkettét pedig a szamok polarkoordindtainak hivom, szemben az
kételemtieck (M1)-beli algebrai alakjaval, amelyben x és y a szamok Descartes-koordinatai a
kételemiiek szamsikjain.

A trigonometrikus és a hiperbolikus fiiggvények nem szorulnak magyardzatra, de a parabolikus
figgvények definicidt érdemes megismételni; a parabolikus — vagy masképp dualis — szamokon
értelmezett fliggvényeknél a z parabolikus szdm normdja (abszolutértéke) |z| = x, argumentuma
arg z = y/x, a koszinusz fliggvény parabolikus megfelelje a cp [arg(z)] = 1 fiiggvény, a Szinusz
fliggvény parabolikus megfelelje pedig a sp [arg(z)] = y/x, végiil a tangens fliggvény parabolikus
megfeleldje a tp [arg(z)] = y/x.

Mindhérom sikra egységesen felirhato exponencialis alakkal:
z = ged% (M5)

ahol ¢ az argumentum és g a norma az adott szamsikon, és mint fent § =1, j, k (i%=-1, j?=0, j#0, k?=1
k#1) aszerint, hogy komplex, parabolikus vagy hiperbolikus szamsikrol van szo6.

A | | abszolutérték-jelolést jelolést is hasznalva, mindharom szamsikra altalanosan igaz az, hogy

|z = @ = yx% — 82y = Vzz
8<p=lnz—ln9=ln£= x+6y = In x+8y lnf (M€)
RN — 82y2 x — 8y
ahol 8, mint mindig, azaz & =i, j, k (i>=-1, j?=0, j#0, k?=1, k#1) aszerint, hogy komplex, parabolikus,
vagy hiperbolikus szadmrol van szo, és Z a z konjugaltjat jeloli, azaz mindharom szamsikon
Z=x—8y ha z=x+38y (M7)

Mindhédrom szamsikon fontos szerepe van a fizikdbdl jol ismert skaldrszorzatnak, amely a harom
szamsikon 4ltalanosan a kovetkezo:

(21,2;) = Re(Z12;) = |Z1]|2,| COS(T, — 71) = x1%, — 82}’1}’2 (M8)

Ahol Re a kételemili szamok valés részét jeloli, | | a z abszolutértéket, vagy normat jeloli, COS
pedig az adott szdmsikon definialt koszinusz fliggvényt jelenti, azaz koszinuszt (cos) a komplex
szamsikon, cp [arg(z)] = 1 fliggvényt a parabolikus szamsikon és hiperbolikus koszinuszt (cosh) a
hiperbolikus szamsikon, §, pedig, mint mindig, azaz 8 =1, j, k (i>=-1, j>=0, j#0, k?=1, k#1) aszerint,
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hogy komplex, parabolikus, vagy hiperbolikus szamrol van sz6, és Z a z konjugaltjat jeldli.

A szamsikok szemléltetése:

Im . \\ Y A A
y“ Z=X+1y N //
y o \\ cosha 7
N 7
ma SN
L e \\ // sinh a
/¢ pa (0] a L —p
74 i B " Re a0 N X
I 1 N
1 +1 % 0 b4 I// R
7 \
— / \
r=1 7 e
7/ N\
e AN
_y [
Z=X—iy
Parabolikus szamsik Komplex szamsik Hiperbolikus szamsik
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