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A végtelen kicsiben és nagyban III.

Hatarérték és folytonossdag a kételemii szamokon*

,,Jo ok adhato arra, hogy miért nem lehet a valosagot folytonos
mezokent abrazolni. A kvantumjelenségekbol latszolag biztosan
kovetkezik, hogy egy véges energiaju, véges rendszer teljes
meértékben leirhato véges szamok (kvantumszamok) veéges
halmazdval. Ugy tinik, hogy ez nincs Jsszhangban a
kontinuumelmélettel, és ahhoz kell vezetnie, hogy megprobaljunk
egy tisztan algebrai elméletet taldalni a valosag leirdsdara. De
senki sem tudja, hogyan lehet egy ilyen elmélet alapjaihoz
hozzajutni.” (Albert Einstein, A relativitiselmélet értelme).?

A matematikai folytonossaggal hasonlé a probléma, mint a végtelennel; élesen eltér ugyanis a
valdsagban tapasztalhat6 folytonossag a matematikaban definialt fogalomtol. Amint aktuélisan 1étezd
mennyiségi végtelent nem tapasztalunk, ugy folytonossagot sem tapasztalhatunk abban az
értelemben, amint azt a matematika definialja, és e kettd ok-okozati kapcsolatban all egymassal.

o

Ez az irds szorosan kapcsolddik e cikksorozat el6z6 két részéhez, csak azok ismeretében lesznek
érthetéek e cikk egyes részei. Ugyanakkor nem fogok minden alkalommal hivatkozni ezekre az
elézményekre, egy sorozat részeként természetesnek fogom tekinteni az el6torténet ismeretét.

1. Bevezetés

A régota ismert komplex szdmok korében konnyti volt értelmezni a konvergenciat és az analizis szinte
minden elemét, hiszen lényegét tekintve ezeknek nem Kkellett sokban kiilonboznie a valos
vektoranalizisben hasznaltaktol, a komplex szamok, mint szamvektorok értelmezése és
abszolutértékiik miatt. Ez a ,,hasonldsag” most még jobban értheté a komplex képzetes végtelen-
kapcsolatabol, pontosabban az intenziv és az extenziv végtelen hidnydt modellezd szerepébdl, itt a
végtelen alatt a kontinuumhipotézisben (CH)® megfogalmazott végtelent értve.

1 A kételemi szamok alaptulajdonsagait 14sd a Mellékletben.

2 One can give good reasons why reality cannot at all be represented by a continuous field. From the quantum
phenomena it appears to follow with certainty that a finite system of finite energy can be completely described by a finite
set of numbers (quantum numbers). This does not seem to be in accordance with a continuum theory and must lead to an
attempt to find a purely algebraic theory for the description of reality. But nobody knows how to obtain the basis of such
a theory.” (Einstein, The meaning of relativity)

3 A CH feltételezése szerint a valds szamok szamossaga — azaz a kontinuumszamossag — nagyobb a természetes szamok
szamossaganal, a megszamlalhato soknal, és kozottiik nincs mas végtelen nagy szamossag. Ennek két alternativaja az,
hogy kozottik egyetlen egy, vagy legalabb kettd — amibdl kovetkezik, hogy végtelen sok — végtelen nagy szamossag
1étezik.
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Megjegyzés

W. R. Hamilton (1805-1865) munkaiban tiinik fel annak megértése, hogyha
szamparoknak tekintjik a komplexeket, akkor a szamparokon definialt
miiveletek definialjak a komplex szamokat. Megjegyzem, hogy a kételemuiek
képzeteseinek — igy a komplex képzetesnek — végtelen-értelmezése miatt
fontosabbnak tartom azt, hogy ugyan a miveletek definialjak a kételemi
szamokat, de ezeket az alapmiiveleteket a képzetes szamok definicioi (8 =1, j,
' k, i>=—1, j>=0, j#0, k?>=1, k#1) hatdrozzdk meg a valds szdmokon mar
B % Bl bevezetett alapmiiveletekkel egyiitt. Igy a kételemii szamok halmazelméleti
megkozelitése helyett alapvetobbnek tartom az algebrai, szamelméleti
megkozelitésiiket. Matematikatorténeti érdekesség, hogy a zsenidlis Hamilton ugy vélte, hogy a
geometria altal leirt tér mellett az ,,algebra a tiszta id6” tudomanya®*. Az id8 egydimenzids jellegét
jol tiikkrozte a valds szamok szamrendszere, szamegyenesként valo abrazoldsa, de a komplex szamsik
kétdimenzios jellege mar nem harmonizalt az id6 egydimenziods jellegével, ezért kozelitette meg a
komplexeket Hamilton szamparokként. Korunk fizikai alapismeretei és a végtelenek matematikaja
segit most hozza benniinket, hogy a kételemiickkel modellezziik a térid6t, a valosok
szamegyenesével az id6t, a képzetesekkel a teret. Ennek egy részére érzett ra Hamilton, és az mar
csak a sajat vélekedésem, hogy a kvaterniok felfedezése és koranak fizikai ismeretei akadalyoztak
meg Hamiltont a parabolikus (dualis) és a hiperbolikus képzetesek fontossaganak és vele a
képzetesek teret modellezo szerepének felismerésében.

Szemben a komplex szamokkal, a parabolikus (dualis) és a hiperbolikus szamok képzetesei mar
aktudlisan létezé infinitezimalisakat is modelleznek, ez tobbek kozott abban ,nyilvanul meg”
matematikailag, hogy a komplexek szamtestével szemben ezek a szamok valddi idealt tartalmazo
szamgyiriik. Mikdzben a parabolikus és a hiperbolikus szamok analizise nagyrészt kidolgozatlan a
matematikaban, a fizikaban viszont mar nagyon jol hasznalhatonak bizonyultak. Egyik példa erre a
parabolikus és a hiperbolikus kételemi szamok, mint a térid6-modellek: a Lorentz-transzformacio
,képe” a hiperbolikus szamsikon egy hiperbolikus egységvektorral valdo szorzas, a Galilei-
transzformécio képe szintén egységvektorral vald szorzas, de parabolikus egységvektorral a
parabolikus szdmok sikjan.®> A komplex szamokrol pedig ismert, hogy a kvantummechanikaban (QM)
egy hullamfiiggvény és annak e'®-szerese fizikai szempontbol egyenértékii, azaz a komplex
egységvektorral vald szorzas is egyfajta téridébeli mozgas-szimmetriat tiikkroz

Megjegyzés

A QM-beli mozgasszimmetria alapjan joggal feltételezhetd, hogy a komplex szamok térido-
értelmezésével a QM is hattérfiiggetlenné tehetd. Az egységvektorral szorzott hullamfliggvény
ugyan fizikai szempontbol egyenértékii, ez azonban nem a teljes igazsag, hiszen az egységvektorral
val6 szorzas valtoztat az argumentumon, ¢és az eddigi vélekedéssel szemben mar tudjuk, hogy
nemcsak a komplex norma, de az argumentum is modosit a valdszinliségen, hiszen ezzel
magyarazhato az interferencia és a stacionarius hatas. Ebben a gondolatsorban pedig benne rejlik a
hullamfiiggvény — és ezzel az egész jelenlegi QM — nem-teljességének gondolata.

4 Lasd példaul: https://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Hamilton/PureTime/PureTime.pdf
® Lasd példaul a ,,Galilei-transzformacié és a parabolikus szamok” cimii cikket:
https://www.infinitemath.hu/matematika/412-a-galilei-transzformacio-es-a-parabolikus-szamok
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2. A konvergencia és a folytonossag matematikaja a kételemii szamokon

" Van két hires labirintus, ahol értelmiink nagyon gyakran tévitra
jut: az egyik a Szabad és a Sziikséges nagy kérdésére vonatkozik,
mindenekelott a teremtésben és a Gonosz eredetében; a masik a
Folytonossag és az — elemeinek tiiné — Oszthatatlanok vitdja, és
ahol sziikséges a végtelen figyelembevétele."

(Gottfried Wilhelm Leibniz, Teodicea)®

DALL-E 3/ MK _Fantizia
Ujra és tjra elamulok azon, hogy Leibniz a két nagy problémajanak egyikeként a
,folytonossag/oszthatatlan/végtelen”  szentharomsagot emliti a ,,szabad/sziikséges/gonosz”
gondolatkore mellett. A filozofus Leibniz nem tudta megtagadni a matematikus Leibnizet.

Megjegyzés

Bar lenne korunkban is olyan filozo6fus, aki a matematikat éppugy, vagy még jobban miiveli, mint a
filozofiat.

Sokakban felmeriilt kés6bb is a gondolat, hogy a ,kontinualitds a végtelenség egyik formdja,
csakhogy nem extenziv, hanem intenziv tipusu. Ez a tér és az id6 ’belsd’ végtelenségét jellemzi. A
véges ¢és a végtelen kozotti kiillonbségek viszonylagossaga tehat éppen azért van meg, mert a végesben
mar benne rejlik a végtelenség. A relativizacid eljardsa csupan annyibol all, hogy bizonyos
modszerekkel a végtelenséget intenziv formajarol leforditjuk extenziv forméajara™. En ennek épp a
forditottjat tettem meg, amikor a Cantor altal extenziv végtelenekre megfogalmazott CH-t intenziv
végtelenre is alkalmaztam.® A folytonossig ,epszilon-deltas” definicidinak klasszikus
megfogalmazasai a CH-t tartalmaz6 szamkorokben tovabbra is hasznalhatéak maradtak, &m a CH
alternativakat tartalmazé szamkorokben, példaul az ezeket modellezd parabolikus €s hiperbolikus
szamhalmazokon mar médositasra szorulnak.

Belathato, hogy a kételemii szamok sorozatanak konvergencidjara elégséges feltétel, ha a szamok
mindkét koordinataja konvergens a valos szamokon értelmezett konvergencia-kritériumok alapjan,
koordinata alatt értve a kételemiiek valos elemét és a képzetes elemének valds szdmszorzgjat a
Descartes-koordinatak esetén. Polarkoordinatak esetén is mindkét koordinata — azaz a norma és az
argumentum — konvergenciaja elégséges a kételemii szampontok konvergenciajahoz. Ki kell emelni,
hogy a komplex szamok kivételt képeznek a polarkoordinatak alapjan tekintve a konvergenciat, mert
ekkor a szampontok sorozatanak konvergenciajahoz elégséges csak az egyik polarkoordinata, a
norma konvergencidja. Mondhatjuk tehat, hogy mindharom szamsikon elégséges feltétel a
szampontok konvergenciajara a Descartes- vagy a polarkoordinatak egyenkénti konvergenciaja, ez a
parabolikus és hiperbolikus szamsikon sziikséges feltétel is, de a komplexek esetében az egyik

& Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) németiil, franciaul és latinul irta miiveit. A Teodicedt franciaul irta, benne a
mottd a kovetkezo:

,1l1 y a deux Labyrinthes fameux, ou notre Raison s’égare bien fouvent: I’un regarde la grande Question du Libre et du
Necessaire, sur tout dans la production & dans 1’Origine du Mal; 1’autre consiste dans la discussion de la Continuité, et
des Indivisibles, qui en paroissent les elements, & ou doit entrer la consideration de 1’infini.”

Forras: https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k6528777d/f13.item.r=labyrinthe.zoom

" Lasd E. M. Csugyinov, ,,4 Viligegyetem végtelenségének problémdja a relativisztikus kozmoldgidban a logika
szemszogebol” cimi cikkét a ,,Végtelenség és vilagegyetem” kotetben (240. oldal), amely a Gondolat kiad6 gondozasaban
jelent meg 1974-ben.

8 Lasd példaul ,,4z id8, a tér és a végtelen” cimii cikket; https://www.infinitemath.hu/archivum/egyeb/88-az-ido-a-ter-es-

a-vegtelen
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polarkoordinata, a norma konvergenciaja mar sziikséges ¢és elegendd feltétel.

Nem értek egyet azzal a fizikus korokben elterjedt szokassal, hogy hiperbolikus és parabolikus
esetekben a konvergencia-definiciokban definialnak egy klasszikus ,,mértéket”, a kételemi szamokat
tekintve a komplex normaval egyez6t, mert ez a komplexeken kiviil semmiképp sem mérték abban
az értelemben, amit a mozgasszimmetriakrél elmondhatunk. Nagyon megtéveszto igy — a komplex
normaval egyezd fliggvény nulldhoz konvergalasaval — definidlni a konvergenciat. E fiiggvénybdl
ugyan levezethet6 a Descartes-koordinatak egyenkénti konvergencidja, igy matematikailag
kovetkezik beldle a szampontok konvergencidja, de ez a fliggvény nem szolgal invarians mértékiil a
parabolikus és a hiperbolikus szamsikokon modellezett alapmozgasoknal, nem tiikrozi a szamsikok

crer

Mondhatjuk tehat, hogy a kételemii szamok sikjan a szampontok konvergenciajat a kovetkezéképpen
definialhatjuk:

{zv=Xn+dYyn} kételemil szampontok sorozata a zo=Xo+8Yo szamponthoz (8 =i, j, k, i>=—1, j>=0, j#0,
k?=1, k#1, Xn, Yn, Xo, Yo valds szamok) konvergél, azaz jeldléssel
Zn = Z
ha teljesti]l, minden n — oo, hogy (2)
Xn = Xo és Yn = Yo

Ahol x, - x5 és y, = Yo a valds szamokon értelmezett klasszikus konvergenciat jelolik. Az n
természetes szam divergens sorozatdra itt is hasznalhatjuk az n — oo jeldlést, de ez a jelolés nem
konvergenciat, és a o nem konkrét, aktualis végtelent jelent, hanem ,,csak” potencidlis végtelen
mennyiséget jelol. Igy a n — oo jeldlés a természetes szamok sorozatanak divergencidgjat fejezi ki,
tehat azt, hogy barmely N természetes szamra 1étezik a sorozatnak olyan n” eleme, amelyre n’>N.

A fenti (2) definicié a valds szamokon értelmezett konvergencia-definiciora van visszavezetve, és
nem tartalmaz pontkornyezet-fogalmat, mivel a hosszmértékként értelmezhetd norma csak a
komplexek esetében valds szam az egész szamsikra.

A folytonos fliggvények definidlasa a fentiek figyelembevételével a kovetkezo:

A kételemi szamok; z=x+8y (8 =i, j, k, i>=—1, j>=0, j£0, k?=1, k#1) szamsikjan az f(z) (egyértékii)
fliggvény a szamsik valamely M ponthalmazanak zo=Xo+d8Yo (Xo, Yo valds szamok) pontjaban
folytonos, ha barmely olyan {zn=Xn+8Yn} (, Xn, Yn, valos szamok) pontsorozatra, amelyre

Zn,Zo EM és z, - z,
igaz, hogy 3)

f(zy) — (z0)

Ahol z, —» z, a fenti (2) szerinti kételemiicken definialt konvergencia, és az f(z,) — f(zg)
konvergencia pedig a
f(zn) = f(xy + 8y,) = ulxy,, yn) + 8v(x,, y») pontsorozat konvergenciajat jelenti az

f(zo) = f(xg + 8yy) = ulxg, yo) + 8v(xy,y,) ponthoz, szintén a (2) szerinti kételemlieken
definialt konvergencia értelmében, azaz

f(Zn) - f(ZO) ha u(xnf yn) - u(xO' yO) éS v(xn' yn) - ‘U(Xo, yO)
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3. Folytonossag értelmezése a Kkételemii szamokkal modellezett fizikai
folyamatokban

Henri Poincaré (1854-1912) kiilonbséget tett a matematikai és a fizikai
folytonossag kozott, mégpedig a fizikai valosagban 1étezd érzékelési kiiszob
miatt.” Most azonban mdis szempontok alapjan gondolkodom el errdl a
kiilonbségrol. A Descartes-koordinatakat hasznaltam, amikor a kételemiiek
képzeteseivel modelleztem egyfajta mindségi végtelent, a polarkoordinatak pedig
a fizikailag mérhet6 mennyiségek, hossz- és szogmértékek. Az el6z6 pontban leirt
konvergencia-kritériumok a polarkoordinatak esetén is fennallnak, tehat ezek
esetén is mindharom szamsikon elégséges feltétel a szampontok konvergencidjara a polarkoordinatak
egyenkénti konvergenciaja. A két koordinata-rendszer koziil a Descartes-koordinatarendszer
fontossaga elsdsorban matematikai, értem ez alatt azt, hogy a kételemii szamok, mint CH modellek a
Descartes-koordinatakhoz kétédnek, a polarkoordinataknak pedig elsésorban fizikai ,.jelentésiik™°
van, ezek a koordinatak invariansok bizonyos mozgasoknal (pl. Lorenz-transzformacional, Galilei-
transzformacional). A komplex szamok kivételével sem a klasszikus, sem egy altalanosabb mérték-
kritériumnak nem felelnek meg éaltalanosan ezek a polarkoordinaték, hiszen nemcsak negativ szamok,
de képzetesek is lehetnek. Ennek ellenére mégis mértékeknek tekintem a polarkoordinatakat,
mégpedig a létezd fizikai mozgasokra vonatkozo mozgasszimmetria leirdsaban betoltott szerepiik
miatt. A norméat hosszmértéknek, az argumentumot pedig szégmértéknek tekintem.!! Nem szabad
elfelejtkezni arrol sem, hogy ezek a mozgésszimmetridk téridébeli mozgésokra vonatkoznak,
mondhatnam azt is, hogy igazi mozgasokra vonatkoznak, hiszen tapasztalataink szerint minden
tavolsag megtételéhez, minden allapotvaltozashoz iddre van sziikség, igy minden mozgas és valtozas
téridébeli.

Megjegyzés

Itt meg kell jegyezni, hogy a QM gyakran emlegetett nem-lokalitas fogalma — amely egyfajta
,id6tlen” kapcsolatot feltételez — nem tapasztalati, hanem egy tapasztalat helytelen értelmezése.*?

fgy tulajdonképpen egy olyan matematika szamara kell megfogalmazni a korabbi konvergencia és
folytonossagi kalkulusok altalanositasait, amely matematika mar nem ,,idétlen”, megjelennek benne
a téridék specidlis matematikai elemei, példaul a Lorenz-transzformaciét modellezd szorzas
hiperbolikus szamsikon, a Galilei-transzformaciot modellezé szorzas a parabolikus szamsikon. A
komplex szamsik, mint QM-modellre pedig Richard Feynman szolgaltat j6 példat a
kvantumelektrodinamikat (QED) leir6, azaz a palyaintegral modszerét magyarazo kis kényvében??,
Bar Feynman valdszinliségeket szamol a komplex normaval — mondhatjuk azt, hogy egy
valdszinliségi mezd ,,terét” szamolja a normaval —, az argumentummal viszont mar egyértelmiien id6t
mér.*

Eltoprengtem hat, miképp is mériink tér- és idé-hosszat. Tavolsagnal van példaul egy méterrudam —
egységnyl hosszmérték — és megszamlalom, hogy a kérdéses tavolsagra hanyszor fér rd a
hosszegység, majd annak tort részei sziikség szerint. Idémérésnél pedig valamilyen periodikus

% Lasd ,,Az uj végtelenrél” cimii cikket; https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/162-az-uj-vegtelenrol

10 Lasd errél példaul a ,,Hilbert 1-es és 6-os problémdjanak sszekapcsolasa™ cimi cikk 9-10. oldalat:
https://www.infinitemath.hu/archivum/eqyeb/372-hilbert-1-es-es-6-0s-problemajanak-osszekapcsolasa

U 4sd errdl a ,,Szimmetridk és téridok” cimi cikket; https://www.infinitemath.hu/egyeb/426-szimmetriak-es-teridok
121 45d err6l példaul a ,,4 fizika matematikdja és a matematika fizikdja” cimi cikket;
https://www.infinitemath.hu/filozofia/428-a-fizika-matematikaja-es-a-matematika-fizikaja

13 Lasd Richard P. Feynman, QED — A megszilardult fény, Skolar Kiado, 2003.

14 Lasd ennek rovid dsszefoglalojat a ,,Hilbert 1-es és 6-0s problémdjdanak dsszekapcesoldsa” cimii cikk 9. oldalén:
https://www.infinitemath.hu/archivum/eqyeb/372-hilbert-1-es-es-6-0s-problemajanak-osszekapcsolasa
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mozgas egy periodusat valasztjuk egységnek és ennck szamlalasa, valamint az argumentum
figyelembevétele jelenti az id6 mérését.
Megjegyzés
Meg kell jegyezni, hogy Feynman korabban emlitett QED-konyvében az argumentummal, tehat egy
szogmértékkel méri az id6t, ez a komplexek esetén valoban klasszikus értelemben vett periodicitassal
bir. Ezzel szemben, ha a masik két kételem{i szamon is az argumentum a mérhetd idékoordinata,

akkor ezeknek nincs véges mértékii periodicitasa, tehat az idémérésben nincs periodusszamlalas csak
az argumentum mérése.

Nemcsak a mozgasokat leird6 matematikaban, de az elébb vazolt mérési folyamatban is egyiitt van
jelen a térbeli és az idobeli mennyiség. Nem tudok tavolsagot mérni az egységnyi mérték szamlaldasa
— azaz idoraforditas — nélkiil, és nem tudok idét mérni egy bizonyos tavolsdgon lezajlé periodikus
mozgas nélkiill a komplex esetben, és a hiperbolikus és a parabolikus esetben egy téridébeli
argumentum mérése nélkiil. Idében mérjiik a tavolsagot és térben mérjiik az id6t! Pontosan ezt fejezi
ki az, amikor a — térbeli és id6beli koordinataktol fliggé — polarkoordinatakat nevezem mérhet6
mennyiségeknek. Ebben az egyszerti gondolatsorban is érzékeltethetd, amelyre elészor Einstein
specialis relativitdselmélete ébresztett r4 benniinket, hogy csak térid van, nincs tér és nincs id6
kiilon-kiilon az érzékelhetd, mérhetd vilagunkban. A tiszta tér és tiszta id6 idealizacio, amelynek
matematikai valosaga a véges és végtelen mennyiségek viszonyanak modellezésére alkalmas. Amig
a Descartes-koordinatakban szétvalik a véges és a mindségi végtelent reprezentald elem — mint
térid6-modellben pedig a tér és az id6 megtestesitdi — addig bizonyos polarkoordinatakban, tehat a
mérhetd mennyiségekben ugyan szintén szétvalik a véges és a mindségi végtelent reprezentalo elem,
hiszen az argumentum mindig képzetes, a norma pedig a mérhetd esetekben valos, de a téridot
tekintve mindkét polarkoordinataban ,,keveredik™ a tér- és idé-jelleg, amivel jol tetten érhetd, hogy
nem mérhetek teret idobeli és 1d6t térbeli elem nélkiil.

A polarkoordinatdk konvergencidjanak matematikai idedja szoros kapcsolatot mutat a fizikai
mozgasleirasokkal, hiszen nem masok a specialis transzformaciok — példaul a Galilei- és a Lorentz-
transzformécio — mint specialis mozgasok, eltolasok, forgatasok, ugyanakkor ezek nem masok, mint
polarkoordinata-invariancidk. A mozgasok altalanosabb targyalasahoz azonban sziikséges legalabb a
sebesség fizikai fogalma, s igy a derivalds matematikai bevezetése. Ezek lesznek a cikksorozat
kovetkezd részének témai.

4. 7.4arszo

E cikkben a kételemii szamokon definialhatdé konvergencia és folytonossag definiciokat
korvonalaztam, hangstlyozva, hogy a komplex szdmok kivételével csak a valos koordinatdknak a
valds szamkorben bevezetett konvergenciajara és folytonossagi definicidira visszavezetve lehet a
parabolikus és a hiperbolikus szamkorben konvergenciat és folytonossagot definialni. Ertem egyesek
torekvését — példaul David Hestenesét, a geometriai algebra jeles képviseldjéét — a koordinatakkal
torténd leirasok keriilésére, és az igyekezetét arra, hogy altalanosabb, tomorebb absztrakt
fogalmakkal fogalmazza meg az Osszefliggéseket. Ezt épp a kételemii szamok kapcsan tartom
hidbavalo kiizdelemnek, a fentiekben ezt kdrvonalaztam. A Descartes-féle és a polarkoordinatak
kapcsolata teszi ezt érthetdvé, a két koordinatarendszer kapcsolata pedig fontos Osszefliggésekre
vilagit ra.
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A végtelen kicsiben és nagyban III. — Hatarérték és folytonossag a kételemii szamokon

Melléklet — A kételemii szamok elemi tulajdonsagai

Egy z kételemii szam, ha
_ _ 4
Z—x+6y—x(1+6x) (M1)

Ahol x és y valos szamok, & = i, j, k (i>=—1, j°=0, j#0, k?=1, k#1) aszerint, hogy komplex,
parabolikus, vagy hiperbolikus szamrol van szo. Az kételemi szamok z = x + &y alakjat algebrai
alaknak fogom nevezni, az x, y szamokat a kételemii szampontok Descartes-koordinatainak is hivom
majd, idénként egyszeriien csak koordinataknak.

A komplex szamoknal % =tgo, a hiperbolikus szdmoknal pedig % =tht bevezetésével a kdvetkezo
trigonometrikus alakokhoz jutok:

z=x(1+itan¢) = g(cos ¢ + isin ) a komplex szamoknal (M2)
zZ=x (1 +j %) = o(cp @ +jspe) a parabolikus szamoknal (M3)
z =x(1+ ktanht) = o(cosh¢ + ksinh¢@) ahiperbolikus szamoknal (M4)

Mindharom sikra egységesen felirhatd exponencidlis alakkal:

z = pe%? (M5)
Az exponencialis alak kdnnyen levezethet6 a trigonometrikus alakbol:
z = g(cos @ + 8sinp) = g(cos § ¢ + sin 8 p) = pe’? (M6)

A fentickben mindharom szamsikra altalanosan igaz a normdnak nevezett p-ra és az argumentumnak
nevezett ¢-re a kovetkezo:

Q=+x%—8%y* =+Vzz

5 | l lZ | x + 8y l x + 8y | Z (M7)
=Inz—lng=In-=In—————==1In =1In |-

v ¢ Q Jx?2 — 82y2 x — 8y

A normat és az argumentumot a kételemii szamok polarkoordinatdinak fogom nevezni.

Ahol 8, mint fent, azaz 6 =, J, k aszerint, hogy komplex, parabolikus, vagy hiperbolikus szamrol van
sz0, és Z a z konjugaltjat jeloli, azaz mindharom szamsikon

Z=x—08y ha z=x+4dy

A trigonometrikus és a hiperbolikus fiiggvények nem szorulnak magyarazatra, de a parabolikus
fliggvények definiciot érdemes megismételni; a parabolikus — vagy masképp dualis — szamokon
értelmezett fliggvényeknél a z parabolikus szam argumentuma arg z = y/X, a koszinusz fiiggvény
parabolikus megfeleldje a cp [arg(z)] = 1 fliggvény, a szinusz fliggvény parabolikus megfeleldje
pedig a sp [arg(z)] = y/x, végiil a tangens fiiggvény parabolikus megfeleléje a tp [arg(z)] = y/x.

Az (MT) a polarkoordinatakat fejezte ki a Descartes-koordinatakkal, a polarkoordinatakkal kifejezett
Descartes-koordinatédk pedig a kdvetkezdk:
x = COS¢ , y = oSIN¢ (M8)

Ahol COS ¢s SIN az adott szamsikon értelmezett trigonometrikus fiiggvények, azaz cos és sin
fliggvények a komplex szamsikon, cp és sp a parabolikus, valamint cosh és sinh a hiperbolikus
szamok sikjan. A o az adott szamsikon értelmezett norma, ¢ pedig az adott szdmsikon értelmezett
argumentum.
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