A tobbelemu szamok

Matematikai varazslat, varazslatos matematika

A matematika olyan, mint egy csodalatos kert. Tele szebbnél
szebb viragokkal, amelyeket, ha gondozunk, csodalatos
varazslatok tanui lehetiink. ”

(Péter Rozsa)

Euler 6ta csodaljuk a rola elnevezett 6sszefliggést:
e =—-1 (1)

Szinte misztikusnak tiinik, miképp kapunk két transzcendens szam: e és m,
valamint az i képzetes szam kozotti miiveletbdl egész szamot. Régota tudjuk —
mar akit elvarazsolt a matematika — hogy a fenti képlet a —1-nek az
exponencialis alakja a komplex szamok korében. Paul J. Nahin egy egész
konyvet! szentelt Euler e mesés formul4janak, ebben a kényvben emliti, hogy
1988-ban egy, a Springer-Verlag altal szponzoralt matematikai folyoiratban?
»Szépségversenyt” hirdettek 24 matematikai Osszefiiggéssel kapcsolatban,
amelyet a fenti képlet nyert meg.

Mar maga a képlet is lenylig6zd, de a szépségén tul csodas tartalmak bonthatok ki beldle, ezek koziil
néhany mostanaban sejlett fel eléttem. Nézziik elobb sorjaban mit is tudunk rola, majd kovetkezzenek
a sejtések.

1.

r__rm

Amit régota tudunk a kételemii szamok egyikérol, a komplex szamsikrol

A komplex szamok régéta ismertek, elsOként a komplex képzetes szamot vezették be a
matematikaban, azaz azt a szamot, amelynek négyzete minusz eggyel egyenld. Ezt a szamot i-
vel jelolték az imaginarius — képzeletbeli — szo jelentésére utalva: i>=-1. A matematikai
fizikaban betoltott szerepe alapjan ma mar tudjuk, hogy ezt a kezdetben ,,képzetesnek” mondott
szamot egyaltalan nemcsak a képzelet sziilte, hanem a fizikai valosag egyes elemei irhatok le
vele.

Matematikatorténeti érdekesség, hogy a komplex képzetes felismerése a XVI. szdzadra
datalodik, a harmadfoku egyenletek megolddsdhoz kapcsolodoan, ehhez képest, a XVIII-XIX.
szézad forduldjan ismerték csak fel a komplex szdmok alapvetd tulajdonsagait, kapcsolatat a
geometriaval. A komplex szamsik hasznalata Wessel, Argand és Gauss munkaiban jelent meg
el6szor. A sors ironidja, hogy a komplex szamsikot a mai napig Argand-siknak vagy Gauss-

! Dr. Euler’s Fabulous Formula — Cures Mathematical Ills, Paul J. Nahin, Princeton University Press, 2006.
2 Mathematical Intelligencer, https://www.springer.com/journal/283
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siknak nevezik, holott Caspar Wessel norvég-dan matematikus évekkel megelézte a komplex

crcr

A komplex szamsikot azok a szamok alkotjak, amelyekre a kovetkez6 igaz: z = x + iy, ahol x
és y valds szamok, és i’=-1. A komplex szdm egy szamvektornak felel meg a komplex
szamsikon, ahol a vizszintes koordinatatengely a valds OsszetevOket, a fiiggdleges
koordinatatengely a komplex 0sszetevoket tartalmazza.

Egy komplex szamnak van hossza — erre a norma és az abszolutérték kifejezést is hasznalom —
és van iranyszége, vagy argumentuma, amely a szamvektornak a valds tengellyel bezart
iranyitott szoge. A hossz és az iranyszog a szamvektor poldrkoordinatai, és velik a szam
trigonometrikus alakra hozhato:

z = o(cos ¢ + isingp)

Ahol @ a komplex szdm hossza, ¢ az iranyszoge, a szamvektor derékszogli koordinataival
kifejezve ezek a kovetkezok:

0 =+/x%+y?, ip=Inz—Inp=1In Y g [

x2%+y? x—iy

A poléarkoordinatakkal lehet a szamot exponencialis alakra hozni:
z = pe'?

Ennek az exponencialis alaknak a segitségével kaphatjuk eredményiil a ,,meseszép” (1)-es
egyenletet, azaz z=-1 esetén a szam hossza 1, iranyszoge pedig =, igy

—1=e"

2. Ami mostanaban korvonalazodik a kételemu szamokrol

Nemcsak a komplex szamoknak, de minden kételemii szamnak iS van exponencialis
fiiggvénnyel kifejezheto alakja.

Kételemii szamoknak® nevezem azokat a z szamokat, amelyek

z=x+ 0y (2)
alakban irhatok fel, ahol x és y valos szdmok, valamint
§=1ijk i*’=-1, j*>=0,(Gj#0), Kk*’=1(k=+1) (3)

aszerint, hogy komplex, parabolikus, vagy hiperbolikus szamrol van szo, azaz i az (1)
egyenletben is szerepld, jol ismert komplex képzetes, J pedig a tobb néven emlitett parabolikus
szam képzetese, és k a szintén sok néven emlegetett hiperbolikus szamok imaginariusa.

A hiperbolikus szamok nagyon sok néven szerepelnek az irodalomban — példaul perplex
szamok, split-complex szdmok néven — a Wikipediaban* 19 szinonimajukat soroljak fel. Ez is
alatamasztja, hogy mennyire nem egységes, kidolgozatlan a hiperbolikus szamok matematikéja.
Ma mar valamennyivel elterjedtebb a hiperbolikus szam elnevezés — én is ezt hasznalom —
hiszen e szamok sikjan az egységvektorok derékszogli hiperbolan helyezkednek el. A
parabolikus szamok Study-féle vagy dudlis szamok (dual number) néven talalhatok meg — ez
utobbi néven szerepel a Wikipédiaban is —, de sokkal logikusabb a parabolikus szam elnevezés

3 Szakirodalomban talalkoztam e szdmok ,,binaris szamok” (binary number) elnevezésével, de ezt nem tartom {igyesnek,
mert a binaris szam mar elterjedt elnevezése a kettes alapti szamrendszer szamainak.
# Lasd: Split-complex number - Wikipedia
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— én ezt hasznalom —, mert e szdmok sikjan az egységvektorok egy parhuzamos egyenesparon
helyezkednek el, ami egy elfajult parabola. A komplex szamokat elterjedtségiik és nagy
ismertségiik miatt nem kereszteltem 4t elliptikus szdmokra, pedig ez lenne a logikus, hiszen
egységvektoraik egy egységkoron helyezkednek el. Tehat e kételemii szamok
egységvektorainak mindegyike egy szimmetrikus masodfoku fiiggvény valamelyikén —
specialis ellipszisen (koron), specialis parabolan (parhuzamos egyenesparon) vagy
specialis hiperbolan (derékszogii hiperbolin) — helyezkednek el, ezért logikus lenne
elnevezésiikre az elliptikus, parabolikus és hiperbolikus szam elnevezést hasznalni.

A parabolikus és a hiperbolikus szamok ismerete joval késobbre datalodik, mint a komplexeke,
A XIX. szazad végére és a XX. szazad elejére. E két szamkor képzetese W. K. Clifford és E.
Study munkaiban jelenik meg elészor, és torténetiik abban hasonlit a komplex képzetes
torténetéhez, hogy sokaig csak matematikai konstrukcidkban tiinnek fel. A parabolikus szam
képzetese a Pauli féle kizarasi elv matematizalasaban valik el6szor hasznossa a fizikaban, a
hiperbolikus szamok joval kés6bb, a XX. szazad masodik felének is inkabb a vége felé jelennek
meg szérvanyosan egy-egy munkdaban, elsdésorban mint a Lorentz-transzformaciot, s igy a
specialis relativitaselméletet modellezd eszkoz.

A kételemli szamok ma mar athatjak az egész matematikai fizikat, mondhatjuk, hogy a
legfontosabb elemi matematikai komponensek a fizika modellezésében.

Korabbi cikkeimben® sokat irtam arrol, hogy egy-egy kételemii szammal modellezhetéek az
alabbiak valamennyien:

e A Kontinuumhipotézis® (CH) alternativainak és ezzel a végteleneknek nem

mennyiségként, hanem #j mindségként valo megragadasa egy olyan modell, amelyhez
hasonl6t sem talaltam a szakirodalomban. Ugyanakkor szerintem igen meggy6z6 érvek
szolnak mellette, egyrészt a matematika oldalarol, ahol a helyiértékes szamrendszer eddig
ki nem hasznalt lehetéségét ragadjuk meg vele, masrészt tapasztalati oldalrol, hiszen
aktualis végtelen mennyiséget nem tapasztalunk, de kiilonb6z6 mindségii dolgok miriadjai
vesznek koriil benniinket.
Maguk ezek a kételemi szdmok nagyon elvarazsolt matematikai kitalacionak tiinnek, a CH
pedig még idegenebb lehet egy, az axiomatizalt halmazelméletben jaratlan embernek. Az a
felismerés azonban, amely segitett a képzetes elemeket a CH-alternativakhoz kétni, az a
szamitastechnikaban fizikailag megvalositott szamabrazolasboél fakad.” Igy mind a
kételemli szamok képzetes eleme, mind a CH-alternativak mélyen a fizikai vilagban
gyokereznek, és ha kiilondsnek tlinnek is ezek a szamok, de éppoly tapasztalatiak, mint a
természetes szamok, csak a tapasztalatnak egy sokkal mélyebb szintjérél szarmaznak,
ahova csak mostandban jutottunk el a szamitogépek fizikai valosagaban.

e A valoésziniiségszamitas 3 lényegesen eltéré fajtija abban Kkiilonbozik, hogy mely
kételemii szamot alkalmazza.! A kvantummechanika (QM) valosziniiségszamitisa a

5 Lasd errél példaul a témat 6sszefoglalé ,,Hilbert 1-es és 6-os problémdjanak ésszekapcsoldsa” cimii cikket:
https://www.infinitemath.hu/archivum/egyeb/372-hilbert-1-es-es-6-0s-problemajanak-osszekapcsolasa , vagy

,,A végtelen kicsiben és nagyban 1.” cimi cikket: A végtelen kicsiben és nagyban I. (infinitemath.hu)

® Nagyon egyszerli megfogalmazisban a kontinuumhipotézis azt allitja, hogy a valds szdmok szdmossiga — azaz a
kontinuum szdmossag — nagyobb a természetes szdmok szdmossaganal, a megszdmlalhato sokndl, és kdzottiik nincs mas
végtelen nagy szamossadg. A CH tagadasa, pontosabban két alternativdja a kovetkez6d: a megszamlalhatdéan sok és a
kontinuum sok kozott 1étezik mas végtelen szamossag, €s beldle vagy egyetlen egy van, vagy végtelen sok 1étezik.

" Lasd errél példaul a témat dsszefoglald ,,Hilbert 1-es és 6-0s problémdjanak dsszekapcesoldasa” cimil cikket:
https://www.infinitemath.hu/archivum/egyeb/372-hilbert-1-es-es-6-0s-problemajanak-osszekapcsolasa , vagy

A végtelen kicsiben és nagyban 1.”” cimii cikket: A végtelen kicsiben és nagyban I. (infinitemath.hu)

8 Lasd példaul a ,,Széljegyzetek Andrei Khrennikov hiperbolikus kvantummechanikdajéhoz” cimi cikket:
https://www.infinitemath.hu/archivum/egyeb/201-szeljegyzetek-andrei-khrennikov-hiperbolikus-

2023. 11. 20. 17:29 A tobbelemii szamok - Matematikai varazslat, varazslatos matematika 3/17]



https://www.infinitemath.hu/archivum/egyeb/372-hilbert-1-es-es-6-os-problemajanak-osszekapcsolasa
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/442-a-vegtelen-kicsiben-es-nagyban-i
https://www.infinitemath.hu/archivum/egyeb/372-hilbert-1-es-es-6-os-problemajanak-osszekapcsolasa
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/442-a-vegtelen-kicsiben-es-nagyban-i
https://www.infinitemath.hu/archivum/egyeb/201-szeljegyzetek-andrei-khrennikov-hiperbolikus-kvantummechanikajahoz

komplex szamokat hasznalja, Andrei Khrennikov hiperbolikus kvantummechanikéja a
hiperbolikus képzeteseken alapszik. Ennek gyakorlati alkalmazasa még varat magara, de jo
esély van arra, hogy egy fizikai informacidelmélet eszkoze lehet. Végiil a parabolikus
képzetesrdl csak most deriilt ki® — ehhez sem talaltam szakirodalmat —, hogy a klasszikus
valoszinliségszamitas modellezhetd vele. Ez az G megkozelités azt a reményt kelti, hogy a
jelenlegi, csak a valos szamokat hasznal6 klasszikus valosziniiségszamitas alkalmazasaban
megjelend paradoxonok eltlinhetnek az uj modell hasznalatakor.

e A haromféle téridé-modell is a benniik alkalmazott kételem{i szamban kiilonbozik. A
szakirodalmi példak egyike I. J. Jaglom ,,Galilei relativitdsi elve és egy nemeuklideszi
geometria” cimi, 1985-ben magyarul is megjelent konyve — igaz, csak a Fliggelékében —
tartalmazza a harom kételemi{i szam leirasat és a Galilei-transzformacio modellezését a
parabolikus szamokkal, valamint a hiperbolikus szdmsikon modellezhet6 Lorentz-
transzformaciot.'® A komplex szamban rejl téridé-viszonyhoz nem talaltam szakirodalmat,
bar értelemszertien kinalkozik a feltételezés, hogy a harmadik kételemii szdmhalmaz, a
komplex szamsik is modellezhet egyfajta térido-Osszefiiggést. A parabolikus ¢és a
hiperbolikus esetben maguk a tapasztalatok — a ,mikod6” Galilei-transzformacié a
parabolikus szamokkal és a szintén ,,mikodd” Lorentz-transzformacidé a hiperbolikus
szamokkal — szentesitik a szdmsikok térid6-modell szerepét, de a komplex esetben ugy
tlinhet, hogy ,,csak” az analdgia erdsiti feltételezéslinket a komplex szamsik téridot
modellezé funkcidjarél. Feynman palyaintegral modszere a kvantumelektrodinamikaban
(QED-ben) nemcsak jol hasznalhaté szamitasi modszer, de feltarja a komplex szamok
polarkoordinatdinak teret és idét modellezd szerepét is.!! Feynman nem nevezi néven a
komplex térid6t, de épp azt irja koriil a QED-et leird — azaz a palyaintegral — modszerét
magyarazo kis kényvében!?

Ezek a szamok mindharom szamsikon felirhatok a kdvetkez6 exponencialis alakban:
z = ge’® (4)

Ahol 8 a (3) szerint értendd, o a z szamvektor hossza vagy norméja, ¢ pedig a z szamvektornak
a valoés tengellyel bezart iranyitott szoge az adott szdmsikon értelmezett normanak és
iranyszognek megfelelden. Figyelem! Ezek a normak és iranyszogek mind mast és mast
jelentenek az egyes szamsikokon. A kételemii szamok elemi tulajdonsagait az A. Melléklet
tartalmazza.

Az (1) és a (4) egyenlet alapjan felmeriil a kérdés, hogy vajon a parabolikus és a hiperbolikus
szamok sikjan — amelyek szintén tartalmazzak a valos szamegyenest — milyen exponencialis
alakot kapunk a —1 szamra.

kvantummechanikajahoz

® Lasd példaul a ,,Széljegyzetek Andrei Khrennikov hiperbolikus kvantummechanikdjahoz” cimii cikket:
https://www.infinitemath.hu/archivum/eqyeb/201-szeljegyzetek-andrei-khrennikov-hiperbolikus-
kvantummechanikajahoz

0 Lasd ehhez ,,4 Galilei transzformacié és a parabolikus szamok” cimii cikket: A Galilei-transzformacid és a parabolikus

szamok (infinitemath.hu)

1 Lasd ehhez ,Hilbert 1-es és 6-os problémdjanak dsszekapcsoldsa” cimii cikk. 4. pontjat: Hilbert 1-es és 6-0s

problémajanak &sszekapcsolasa (infinitemath.hu)
121 4sd Richard P. Feynman, QED — A megszilardult fény, Skolar Kiado, 2003.
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2.1.A —1 a parabolikus szamsikon

A parabolikus szamok korében is definidlhatd exponencialis fiiggvény a kovetkezo:

y.
z=x+yj=x(1+j§)=xeff (5)

Az (5) os egyenletb6l z = —1 esetben z = x e%’ = —1e°% = —1. Ez minden valds szdmra igaz,
azaz a parabolikus szamsikon a negativ valés szamok exponencialis alakja is azonos
magaval a valés szammal, nemcsak a pozitiv valés szamok. A parabolikus szdmok szoros
rokonsagat mutatja mindez nemcsak a kételemtiekkel, de a valds szamokkal is.

2.2.A —1 a hiperbolikus szamsikon

A hiperbolikus szdmok korében is definidlhato exponencialis fiiggvény a kovetkezo:
z=ge%k (6)
ahol

tanh g = %

és

o=x?—y?

A hiperbolikus szdmsikon kissé nehezebb felirni a —1 exponencidlis alakjat az argumentuma
miatt. A hiperbolikus szdmok argumentuma sik-nyolcadonként valtozo alakban irhato fel.

ip,—(t+in/2) y ip,(t—in/2)
kiz=y-xk . _|......kz=y+xk
-1/z=-x+yk - 3 2 . z=x+yk
p,—(T+in) 4 7 Pt
x
5 8 :
z=-x-yk t 1/z=x-yk
pu(x-in) ) A B pit
kz= ka........... k/z=y+xk
ip,(t—in3/2) ip,—(t+in3/2)

Részletes levezetés helyett a fenti abran mutatom be, hogy a polarkoordinatak miképp valtoznak
az 1. siknyolcad polarkoordinataival kifejezve. Ezek alapjan a -1 hiperbolikus szamvektor
argumentuma -im, hossza természetesen 1, igy a (6) alapjan az exponencialis alakja a kdvetkezo:
—1 = e-imk — e—n'(ik) (7)

Itt a kitevoben két képzetes; a komplex i és a hiperbolikus k szorzata szerepel, igy ennek
értelmezéséhez sziikséges a kételemiiek Kkiterjesztése egy bdvebb szamkorre, egy olyan
szamkorre, amelyben értelmezve van a kiilonbozd képzetesek szorzata.

3. A kételemu szamok bovitése tobbelemiu szamkorre

A fizika matematikai modelljeiben tehat a kételemii szamok mindharom képzetese alapvetéen
fontos szerepet tolt be, és tobb probalkozas volt arra, hogy az egyiket a masikbol szarmaztassak.
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Sokan valamiféle hataratmenetet feltételeztek, illetve ma is gondolnak a kvantumos ¢és a
klasszikus vilagunk kozott, és ezzel az i és a j képzetesek kozott is, hiszen a QM standard
reprezentaciojaban, ha az egyenletekben az i helyére j-t irunk, akkor a klasszikus mechanika
leirdsdhoz jutunk. A két mechanika valdszintiségekkel abrazolt leirdsaban is hasonlo a helyzet.
Természetesen egyik képzetes sem szarmazik a masikbol, de sejthetden ,,azonos szdrmazasiuak”,
ahogy a valos +1, —1 és 0 is egy k6z0s egyenesen, a valos szamegyenesen helyezkednek el. Az
utobbi valds szamok mindhdrman mennyiséget jelold szamok, de emellett a legelemibb
miiveletet 1s reprezentaljak: a valamihez ,hozzaadunk™ vagy ,.elvesziink” miiveletet, vagy a
szamossagaban ,,valtozatlanul hagyunk” 1épést. Ennek megfeleléen a relativ tobbletet vagy
hianyt, illetve a semmit is jelolik. Képzeteseik négyzetei is hasonlot jelentenek, amit jol mutat
az, amint a kontinuumhipotézis valtozatait modellezik: a modellben hasznalt i-, j-, k-tdl fliggéen
a kontinuum sok, azaz a valos szdmok szamossaga ¢€s a természetes szamok szadmossaga kozott
vagy nincsen, vagy létezik végtelen szamossag!®. (Megjegyzem, hogy az utdbbi esetben
Iényeges modon kiilonbozik az egyetlen 1étezé a soktol.) Tehat a kontinuum sok és a
megszamlalhatéan sok kozott vagy hidny, vagy tobblet mutatkozik a végtelent, mint Uj
mindséget tekintve.

A kiilonbozo kételemli szamok kozds szamrendszerét olyan rendszerben kell tehat keresni,
amelyben a kiilonb6z6 képzetesek egymas kozti transzformacidja nem egyfajta hataratmenet,
hanem a pozitiv és negativ valds szamok, valamint a nulla kozotti alapmiiveletek egyfajta
altalanositasa, pontosabban megtartasa, figyelembe véve az i, j, K képzetesek négyzeteit. igy a
tobbelemii szamok kialakitasanal hdrom szempontot vettem figyelembe, egyrészt az uj
szamrendszernek alapelemei kell, hogy legyenek a kételemii szdmok, mdsrészt a képzetes
szamok szorzatanak kommutativnak és asszociativnak kell lennie a valds szamokon értelmezett
szorzashoz hasonldan, harmadrészt pedig a kételemiiek mar ismert 3 képzetesének szorzatabol
definialt ) képzetesek négyzete feleljen meg annak a szabalynak, hogy egy szorzat négyzete
egyenld a tényezdi négyzetének szorzataval.

Egy kordbbi cikkemben!®, ahol Osszefoglaltam azt a kovetelményrendszert, amit az 1j
szamkort6l elvarok, megfogalmaztam a fentiek mellett egy — a matematikai fizikaban valo
felhasznalhatosag miatt — fontos matematikai kovetelményt, miszerint a bovitett szamkorben
definialhatonak kell lennie egy szimmetrikus és eqy nem elfajulé antiszimmetrikus bilinedris
formanak. E kovetelmények azonban bizonyithatdan teljesitheték a fenti harom eldirasnak
megfeleld szamrendszerben, tehat eldirasuk sziikségtelen. A kételemli szamoknal mar
bemutattam az ilyen fiiggvények eldallitasat — lasd a B. Mellékletet —, a kovetkezd pontban
pedig be fogom mutatni, hogy miképp allithatok el6 ilyen fiiggvények a bévitett szamkorben
egy olyan eljarassal, amelyet mind a geometriai algebraban mind a matematika egyéb teriiletén
alkalmaznak.

fgy olyan, a kételemiiek képzeteseinek szorzatat tartalmazo legsziikebb tobbelemii szamkorhoz
jutottam, amelynek szorzotablaja a kovetkezo:

13 Lasd err6l példaul a ,,Hilbert 1-es és 6-0s problémdjanak dsszekapcesoldsa” cimii cikket:
https://www.infinitemath.hu/archivum/egyeb/372-hilbert-1-es-es-6-0s-problemajanak-osszekapcsolasa , vagy

A végtelen kicsiben és nagyban 1.”” cimii cikket: A végtelen kicsiben és nagyban I. (infinitemath.hu)

14 Lasd a ,,Hogyan tovibb egy uj szamrendszerhez?” cimii cikket;

Ho

an tovabb egy 0j szdmrendszerhez? (infinitemath.hu
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k k ik jk 1 ijk [ j ij
ij ij -j 0 ijk 0O | -jk| O 0
ik ik -k | ijk | -k | -1 ij -]

ijk ijk -jk 0 ij 0 =j 0 0
1. tablazat

A tovabbiakban baziselemeknek nevezem a valos +1-et és valamennyi képzetest.
Megjegyzés

Az i-t, j-t, k-t a valds szamokbdl generaltaknak nevezem, mert a valdsok kétfajta — extenziv
és intenziv — végtelenjének modelljei, tehat mintegy bévitései a valds szamoknak.'®

Egyszeres képzetesnek nevezem az i-t, J-t, k-t, kétszeres képzetesnek fogom nevezni a kettd
egyszeres képzetes szorzatabol allo képzeteseket, — tehat ij-t, ik-t, jk-t —, és haromszoros
képzetesnck a harom egyszeres képzetes szorzatabol allot, tehat ijk-t.

A fenti szorzdtébla csak els6 pillantasra tlinik bonyolultnak, masodik pillantdsra mar latszik,
hogy a kételemiick mar ismert képzeteseinek — I, j, K — szorzatai az j szamelemek és ezeknek
az elézo képzetesekkel, illetve az jakkal valo szorzata a szorzatra vonatkozo szabalyokat —
kommutativitds, asszociativitds, a szorzat négyzete a tényezOi négyzetének szorzata —
figyelembe véve logikusan adodik. Két példaval szemléltetve:

L. (ip(k)=(ii)(Gk)=-jk,

2. j(ijk)=jijk=jjik=0
Lathato, hogy a zardjelek tulajdonképpen feleslegesek, hiszen a kommutativ és az asszociativ
szabaly miatt a tényezOk tetszéleges sorrendbe irhatok és csoportosithatok. A képzetesek
szorzatara vonatkozo szabalyok alapjan kovetkezik, hogy azoknak a tobbszords képzeteseknek
a négyzete 0-val egyenld, amelyeknek legalabb egy eleme a j képzetes, tovabba azoknak a

tobbszoros képzeteseknek a négyzete -1, amelyek egyik tényezdje sem j, de tényezdi kdzott az
| paratlan sokszor szerepel.

Zavarhatja valakit, hogy az 0j képzeteseket szorzatként jeloltem, mintegy a ,,régi képzeteseket”,
azaz az egyszeres képzeteseket egymds mellé irva, de ez igen praktikus a miiveletek
elvégzésénél. Ha Gjabb betiivel jeldltem volna 6ket, amint alabb a 2. tablazat mutatja, akkor a
miveletvégzésnél mindig a tablazathoz kellene fordulnom, mert a képzetesek ez a fajta jelolése
elrejti a szorzasaik egyszer(i szabalyait, amelyek az 1. tablazatbol nyilvanvaloak.

15 Lasd ,,A végtelen kicsiben és nagyban 1.” cimii cikket; A végtelen kicsiben és nagyban 1. (infinitemath.hu)
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1 i j k I m n
1 1 [ j k I m n
i |i -1 I m =i -k P -n
i j I 0 n 0 p 0 0
k k m n 1 P i j I
I I -j 0 p 0 -n 0 0
m m | -k P i -n | -1 I -j
n n p 0 j 0 I 0 0
p p | -n| O I 0 -

2. tablazat

Erdekes és hasznos tulajdonsiga az 1. dbraval definidlt szamoknak, hogy baziselemeit
»,megfelezhetjiik”, ha nem a valés szdmokat, hanem a kételemii szamok egyikét tekintjiik ,,skalar
elemnek”, azaz

aotaii+azj+task+asijtasik+asjk+azijk=

(ag + aqi) +j(a, + a4i) + k(as + asi) + jk(ag + a5i)
aotaii+azj+task+asijtasik+asjk+azijk=

(ag + azj) +i(a; + aqj) + k(az + a¢j) + ik(as + a;j)
aotaii+azj+task+asijtasik+asjk+azijk=

(ag + ask) +i(a; + ask) +j(a, + agk) +ij(as + ask)

3.1. A teljes szamkor

A fenti bévitésben csak az volt a cél, hogy definidljuk a kételemiiek képzeteseinek szorzatat, és
az ezeket tartalmazd legszitkebb szamkort tekintsilk. Ennél azonban sokkal gazdagabb
szamkorré bévithetok a kételemii szamok algebrai, hiszen egy-egy algebraban tobb egyszeres
képzetes szerepelhet, lasd példaként a kovetkezd oldalon a 6. tablazatot.

Egyéb példak a kovetkezo algebrak, amelyeket szintén elemeinek szorzotablajaval definialok.
A 2 kiilonb6z6 képzetest tartalmazo 4 elemii szdmalgebranak 3 fajtdja van:

A I O I

NN EREE

HEEIE

i|lilijloj]o

ijli[-i]ofo

3. tablazat
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11| i | k]|ik
i | i [-1]ik]-k
k| k [ik|[1]:
ik [ ik [-k] i]-1

4. tablazat
1|j | k|ijk

B ERER R

ik|[jk[o|j|o

5. tablazat

A kételemil szdmsikokkal egyiitt a fenti harom tabladzatban definialt algebra is részalgebraja az
1. tablazattal definialt algebranak.

Vannak azonban olyan algebrdk is, amelyek nem részalgebrdi az 1. tablazattal definialt
algebranak, de algebrak a kételemii szamok képzeteseit és azok szorzatait tartalmazva, példaul
az az algebra, amely kettd négyzetében 1-et add képzetest és azok szorzatat tartalmazza:

1 k1 kz k1 kz

1 1 k1 kz k1 k2

k1 k1 1 k1kz kZ

kz kz k1 kz 1 kl

kikz | kikz | k2 | ki 1

6. tablazat

A bdovitett szamkor alatt tehat olyan szamrendszereket értek, amelyek kommutativ
algebrak, azaz zartak az Osszeadas és a szorzas miiveletére, mindkét miiveletre
kommutativok, és az asszociativitds és a disztributivitas is tulajdonsaguk, tovabba
tetszolegesen sok, de véges szamu egyszeres képzetest tartalmaznak, és nyilvanvaléan azok
szorzatait is. Altalanosan, azaz e szamrendszerek mindegyikére igaz az, hogy a baziselemeinek
szama 2", ha az egyszeres képzetesek szama n.
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3.2.5zimmetrikus bilinearis és antiszimmetrikus bilinearis (szimplektikus)
formak a bovitett szamkor egyes rendszereiben

A kételemii szamoknal konjugaltak®® segitségével lehet eldallitani a geometriai algebra
geometriai szorzatahoz hasonlot, amely a kételem szdmoknal egy tetszéleges konjugalt szam
szorzésa egy tetszéleges szammal, ugyanakkor szimmetrikus és egy antiszimmetrikus bilinearis
forma Osszegévé alakithatd, részleteiben lasd a B. Mellékletet. A geometriai algebrahoz
hasonloan az 1ij szamrendszerekben is tobbféle konjugalt definidlhat6.!” Fiiggetleniil attél,
hogy a tobbelemii szimokon miképp definialjuk a konjugaltat, egy konjugalt szam®®
szorzasa egy szammal szintén atalakithato egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus
bilinearis forma osszegévé a kovetkezé jol ismert modszerrel. A fentickben definialt
szdmrendszerek barmelyikében legyen A és B tetszdleges szamok, és a konjugéltjaik A és B. A
korabban!® a skalaris szorzas jelolésére hasznalt (A, B) jeloli a belsé szorzatukat, és a
szimplektikus szorzatukat w(A, B) jeloli. Mivel a tobbelem( szamoknal ezek a szorzatok
altalaban nem skalarok, ezért a skalaris szorzat helyett a belsé szorzat Kkifejezést
hasznalom, a ferde skalaris szorzat helyett pedig a kiilsé szorzatot. TI(A,B) = AB a
geometriai algebra geometriai szorzatanak megfeleldje.

Ekkor a belsd szorzat a kovetkezéképpen allithato elo:

1
(A,B) = > (AB + BA) (8)
A kiilso szorzat pedig a kovetkezo:

1

w(A,B) = 3 (AB — BA) 9
A fentiekbdl pedig kovetkezik, hogy
(A,B) = (B, A) (10)
w(A,B) = —w(B,A) (11)
(A B) = AB = (A, B) + w(4,B) (12)
Példaként egy, a 6. tablazattal definialt szamrendszerben mutatom be a belsd és kiilsd szorzatot.
Legyen

A =ao + aiki + azkz + aszkiz

B = bo + biki + boka + bski2

Konjugaltjaikat pedig a kdvetkezdként definidlom:
A = ao - ark1 - azKz - asK1z2

B = bo - b1k - bokz - bskiz

Ekkor a belsoé és kiilso szorzat a kovetkezo:

16 Lasd az A. Melléklet A.M7 egyenletét.

teriiletein mas és mas konjugalt fogalom alkalmas a matematikai leirasra, és ennek okat érdemes megvizsgalni.

18 A tobbelemii szamok specialis konjugaltja alatt azt a tobbelemii szamot értjiik, amely legalabb egy elemében el6jelében
kiilonbozik az eredeti szamtol.

19 Lasd a ,,4 szimplektikus teve ,, természetes eléforduldsai” cimii cikket;
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/169-a-szimplektikus-teve-termeszetes-elofordulasai
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(A,B) = %(KB + BA)= aobo-a1bi-azbz-asbs - ki(azbs+asbz) - kz(aibs+asb1) - kiz(aibz+azb1)
w(A,B) = %(KB — BA)=Kk1(aob1-a1bo) + Kz(aobz-azbo) + kiz(aobs-asbo)

A szamitas részleteit a C. Melléklet tartalmazza.

Az igy definialt, és eredményiil kapott belso és kiilsO szorzat, mint bilinearis és antiszimmetrikus
bilinearis (szimplektikus) formak tulajdonsagai — szimmetriai és antiszimmetridi — kdonnyen
igazolhatok. E tulajdonsagokon kiviil egyéb érdekes tulajdonsagokkal is birnak, de ez egy masik
cikk témaja lesz.

4.  Osszegzés

E cikkben szerepld szamok torténete a természetes szamokkal kezdddik, amelyek ismerete szinte
egyidds az emberiséggel, nagy ugrast jelentett el6szor a nulla, majd a negativ szdmok hasznalatanak
bevezetése, és nem szabad megfeledkezni a tort szamokrol és azok helyiértékes abrazoldsanak
hasznossagardl sem. A képzetesnek nevezett szamok felfedezése a kozépkorban kezdédott és
bdvitése a mai napig tart. Korabbi cikkeimben bemutattam, miként lehet az egyszeres képzeteseket —
tehat a kételemii szdmok képzeteseit — a természetes szamok bdvitéseként, nem mennyiségi, hanem
egyfajta mindségi végtelenként értelmezni, illetve hasonld utat bejarva az intenziv végtelen felé, és
belatva, hogy a modell az infinitezimalisokra is vonatkozik. Ez a cikk ennek a felfedezéutnak a
folytatasa, azaz a kételemii szamok bdvitése tetszélegesen nagy, de véges szdmu képzetest tartalmazd
képzetes szamok rendszereinek sokasagaval. E cikk szovegében nem tértem ki arra, hogy ezek az 1j
képzetesek is ,.elképzelhetdek™ a helyiértékes szamabrazoldssal, a kételemiiek képzeteseinek
mindségi végtelenként vald értelmezéséhez hasonléan itt is haszndlhatnank a helyiértékes
szdmabrazolast, mint mankdt az Gjabb és Ujabb mindségi végtelenek sordnak értelmezésére. Nem
tértem még ki az 0j tobbelemii szdmok fizikai alkalmazhatésadgara sem, ez tovabbi irdsaim téméja
lesz, hiszen a matematikai szépségiik és izgalmassaguk mellett a legfontosabbnak a matematikai
fizikaban valo felhasznalhatésagukat tartom, amit megeldlegez a ,,szarmazasuk™, a fizikai valosagban
gyokerezd létiik. Egyelére megelégedtem a kételemiiek hasznossdganak ismételt hangsulyozésaval,
tovabba azzal, hogy bemutattam, miképp lehet konnyedén definidlni a tobbelemiiekben is bilinearis
szimmetrikus és antiszimmetrikus fiiggvényeket, amelyek nélkiilozhetetlenek — legalabbis az eddigi
tapasztalatunk szerint — a matematikai fizikaban.

Ugyan ,teljes” szamkornek neveztem a fentiekben vazolt szambdvitést, de ez a teljesség csak azokra
a képzetes szamot tartalmaz6 szdmrendszerekre igaz, amelyek képzeteseinek négyzetei valds szamok,
pontosabban -1, 0 vagy 1 a négyzetiik. Létezik még ennél is b6vebb szamkor, amelynek képzetesei
négyzetiikben nem, de ketténél nagyobb hatvanyukban valdsak, azaz csak n-edik (n>3) hatvanyuk -1,
0 vagy 1. Ezek feltérképezése még a fentieknél is izgalmasabb feladat. Keveset foglalkoztam veliik,
de igy is talalkoztam kozottliik egy nagyon érdekes szamkorrel. Remélem, lesz még alkalmam errdl
is irni.
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A. Melléklet — A kételemil szamok elemi tulajdonsagai

Egy z kételemii szam, ha
_ _ y
z—x+8y—x(1+6x) (A.M1)

ahol x és y valds szamok, & = i, j, k (i>=-1, j*=0, j#0, k®=1, k#1) aszerint, hogy komplex,
parabolikus, vagy hiperbolikus szamrdl van sz6. A komplex szamoknal % =tge, a hiperbolikus

szdmoknal pedig % =tht bevezetésével a kovetkezoket kapom

z=x(1+itan@) = o(cos ¢ + isin @) a komplex szamoknal (A.M2)
_ AN y ..y . . .

zZ=Xx (1 +j ;) =0 (cp p +jsp x) a parabolikus szamoknal (A.M3)

z = x(1+ ktanh¢) = o(cosh ¢ + ksinh ¢) a hiperbolikus szamoknal (A.M4)

ahol po-t a szamok normajanak, vagy — a komplexek nyoman — abszolutértékének a ¢-t a szamok
argumentumanak nevezem, mindkettét pedig a szamok polarkoordindtainak hivom, szemben az
kételemtiek (M1)-beli algebrai alakjaval, amelyben x és y a szamok Descartes-koordinatai a
kételemiiek szamsikjain.

A trigonometrikus és a hiperbolikus fiiggvények nem szorulnak magyarazatra, de a parabolikus
fliggvények definicidt érdemes megismételni; a parabolikus — vagy masképp dudlis — szdmokon
értelmezett fiiggvényeknél a z parabolikus szdm normadja (abszolutértéke) |z| = x, argumentuma
arg z = y/x, a koszinusz fliggvény parabolikus megfelel6je a cp [arg(z)] = 1 fiiggvény, a szinusz
fliggvény parabolikus megfelel6je pedig a sp [arg(z)] = y/X, végiil a tangens fliggvény parabolikus
megfeleldje a tp [arg(z)] = y/x.

Mindharom sikra egységesen felirhaté exponencidlis alakkal:
z = e’ (A.M5)

ahol ¢ az argumentum és @ a norma az adott szamsikon, és mint fent 8 =1, j, k (i%=-1, j?=0, j#0, k?=1,
k#1) aszerint, hogy komplex, parabolikus vagy hiperbolikus szamsikro6l van szo6.

A | | abszolutérték-jelolést jelolést is haszndlva, mindharom szamsikra é4ltalanosan igaz az, hogy
|z| = @ = x? — §2y% =zz
S0 =1 o nZ = x + 8y - x+8y_l\/2 (A.M6)
(p—nz—ng—na—nﬁ—n x_ay—nz_

ahol 8, mint mindig, azaz § =1, j, k (i>=-1, j°=0, j#0, k?=1, k#1) aszerint, hogy komplex, parabolikus,
vagy hiperbolikus szdmrdl van szo, és z a z konjugaltjat jeloli, azaz mindharom szamsikon
Z=x—98y ha z=x+38y (A.M7)

Mindhérom szamsikon fontos szerepe van a fizikabol jol ismert skalarszorzatnak, amely a harom
szdmsikon altalanosan a kovetkezo:

(z1,2,) = Re(Z12;) = |Z1||z,| COS(T, — 71) = X925 — 82}’1}’2 (A.M8)

Ahol Re a kételemili szamok valés részét jeloli, | | a z abszolutértéket, vagy normat jeloli, COS
pedig az adott szdmsikon definialt koszinusz fliggvényt jelenti, azaz koszinuszt (cos) a komplex
szamsikon, cp [arg(z)] = 1 fliggvényt a parabolikus szamsikon és hiperbolikus koszinuszt (cosh) a
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hiperbolikus szamsikon, 8, pedig, mint mindig, azaz 8 =1, j, k (i>=-1, j?=0, j#0, k?=1, k#1) aszerint,
hogy komplex, parabolikus, vagy hiperbolikus szamrol van sz6, és Z a z konjugaltjat jeldli.

A szamsikok szemléltetése:

Parabolikus szamsik

Im .
Z=x+iy S
yp-—=> S
ma r 2-y2= | \\
4 pa ¢
> —> 4 Re i
+1 % I 1
0 X 1
s
£ - /
=1 //
s
—YF-—=
Z=x—iy

Komplex szamsik

Y A

sinh a

Hiperbolikus szamsik
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B. Melléklet — Skalaris és ferde-skalaris szorzat — azaz szimmetrikus és
antiszimmetrikus bilinearis forma — a kételemii szamokon

Az alabbiakat A szimplektikus teve ,, természetes eldforduldsai” cimii cikkbdl emeltem ki,

1.1 A skalaris szorzat
Tekintsiik azt a szorzatot, melynek egyik tényezdje egy szam konjugaltja:

A hiperbolikus szamsikon:
7175 = (% — y1K) (x2 + y2k) = [X1X2 = Y1Y2]| +[*1Y2 — X2)1 ]k (B.M1)

A parabolikus szamsikon:
7175 = (1 — Y1) (X + ¥oJ) =[x+ [X1Y2 — %01 (B.M2)

A komplex szamsikon:
712y = (x1 — y10) (xy + y20) = [x1%; + Y12 |+ [X1Y2 — X1 |i (B.M3)

A harom szamsikon az (B.M1), (B.M2), (B.M3) szorzat alapjan definialt skalaris szorzatok ugyan
eltérnek koordinataszinten, de altaldnosan mindhdrom szdmsikon skalarszorzatnak nevezhetjiik a

(21,22) = Re(Z12,) (B.M4)

leképezést, ahol Re jeldli a szorzat valds részét.

Polarkoordinatés felirassal a kovetkezok adodnak:

Hiperbolikus esetben
Re(z12;) = |z1]|2;| cosh(z, — 1) = x1%, — Y12
Parabolikus esetben
Re(z12;) = |z1||z2| = x1x;,
Komplex szamsikon
Re(712;) = |21||22| cos(@, — @1) = x1%5 + ¥1Y2
A definiciobol kovetkezik, hogy
(21, 23) = (22, 21) (B.M5)

Konnyen igazolhato az is, hogy a fenti leképezések mindharom szdmsikon nem elfajulé szimmetrikus
bilinedris formak, melyekbdl szarmaztatott kvadratikus formdk a szdmvektorok normadjanak
(abszolutértékének) négyzetével egyeznek meg az adott szamsikon definialt modon, azaz Re(Z;z,) =
7121, mely koordinatakkal kifejezve:

Hiperbolikus esetben

Re(z1z,) = 71z, = x12 - 3’12
Parabolikus esetben

Re(z1z,) = 71z, = x12

Komplex szamsikon
= o, — 22 2
Re(z1z,) = 712, = x1 + yi

201 4sd http://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/169-a-szimplektikus-teve-termeszetes-elofordulasai
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1.2 A ferde-skalaris szorzat

Mindharom szamsikon az (B.M1), (B.M2), (B.M3) szorzat imaginarius része szimplektikus bilinearis
forma, hiszen egyrészt:

Im(z,2;) = —Im(2;2,) (B.M6)
ahol Im-mel jeldltem a szorzat imaginarius részet.

Az aszimmetriabol kdvetkezden:

Im(z;z,) =0 minden z; — re (B.M7)
A (B.M6) leképezés egyben nem elfajulé is, azaz minden z1-hez 1étezik olyan z2 hiperbolikus szam,
hogy

Im(zyz,) #0 haz; # 0

A szamsikokon ez csak a nullosztoknal lehet kérdéses, de egy nem nulla nulloszté szamot példaul
egy valos szammal szorozva olyan szdmot kapunk szorzatként, melynek képzetes része nem 0, igy
teljesiil a fenti Osszefiiggés.

Ahhoz, hogy szimplektikus formanak tekinthessiik a (B. M6)-os leképezést, még azt kell belatnunk,
hogy bilinearis leképezés is, de ez nyilvanvaldan adodik a kételemii szdmok 0sszegzési és skalarral
valo szorzasi eljarasaibol.

gy mindharom szamsikon azonos médon definialhaté egy szimplektikus bilinearis forma az
w(zy,2,) = Im(2,2;) (B.M8)

jeloléssel, és ennek a leképezésnek a szamok koordinataira atirt forméja is azonos a harom szamsikon,
amint az (B.M1), (B.M2), (B.M3) egyenletek mutatjak.

Az 1.1 pontbeli polarkoordinatakkal a ferde skalaris szorzat a kovetkezo a harom szamsikon:

Hiperbolikus esetben
Im(z,2;) = | 7112, | sinh(z, — 71)

Parabolikus esetben

y .
argz == ha z=x+jy
Im(z,2;) = |Z1||2,|(sp arg z, — spargz;) ahol X

ésspar z=X
parg "

Komplex szamsikon
Im(z1z,) = |z1||z;| sin(@, — 1)
1.3 Geometriai szorzat

Erdemes egy kiilon jelolést bevezetni erre a specialis szorzatra, azaz egy szam konjugéltja és egy
masik tetszéleges szam szorzatéra:

(zy,2,) = 712, = (24,2,) + 8 w(z4,2,) ahol 8 =i,j,k i?=-1,j2=0k?*=+41 (B.M9)
A (B.M9) egyenletben szerepl6 fiiggvényrol a kovetkezd mondhato el:
(2, 2,) = (23, 21) (B.M10)

Azaz a fiiggvényben z1 és z2 felcserélése a fiiggvényérték konjugaltjat eredményezi. A (B.M9)
egyenletbeli IT specialis szorzat a geometriai algebraban a vektorokra bevezetett geometriai szorzat
szamsikbeli megfeleldje.
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C. Melléklet — Példa a bels6 szorzatra és a Kiils6 szorzatra egy specialis
tobbelemii szamrendszeren

AB
ao -aiki -azke | -askiz bo b1k bok> bski2
aobo -aibok: | -azbokz | -azbokiz
aobiki -aib1 | -azbikiz | -azbikz
aobzkz | -aibzkiz| -azbz | -azbzki
aobskiz | -aibskz | -azbski | -aszbs
AB= agho-aibi-asbr-azbs+
K1(aob1-a1bo-az2bs-ashz)+
k2(aob2-a2bo-a1bs-asb1)+
k12(aobs-asbo-aib2-azbs1)
BA
ao aiki azke askiz bo -b1ky -bok2 -bakio

aobo aiboki | azbokz | asbokiz

-aobiki | -aib1 |-azbikiz| -asbike

-aobzkz |-aibzkiz| -azbz2 | -asbzki

-aobszkiz | -aibskz | -azbski | -azbs

BA= aoho-a1hi-azhz-ashs+
Ki(-aob1+aibo-azbs-ashz)+
k2(-aob2+ azbo-a1bs-asbi)+
k12(-aobs+ asho-aibz-azhs)
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(A B) = %(KB + BA)= aobo-aibi-azbz-azbz+
ki(-az2bz-asbz)
K2(-a1bs-asbz)
ki2(-a1bz-a2b1)

w(4,B) = %(KB —BA)=
k1(aob1-a1bo)
k2(aob2-az2bo)
K12(aobs-asho)
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