Két polarkoordinata invarianciaja a specialis
relativitaselméletben

A kételemii szamok gyiimolcsozo haszndlata

,Nem az ad élvezetet, hogy az ember valami
ujat teremt, hanem az, hogy rabukkan valami
olyasmi gyonyoriiségre, amely mindig is ott
volt.” /Richard Feynman /

1. Bevezet6 gondolatok

Régota foglalkoztat a kételemii szamoOk normdja mellett az argumentum invarianciajanak
kérdése, mégpedig a szadmsikokon értelmezhetd alapvetd forgatasoknal, azaz komplex
szamsikon a klasszikus korforgas esetén, a parabolikus (dualis) szamsikon egyenes eltolas
esetén, a hiperbolikus szdmsikon pedig egy egyenldszari — vagy masképp derékszogli —
hiperbolan valo ,forgatasnal”, azaz Lorentz transzformaci6 esetén. A Lorentz
transzformécié nem része a tapasztalatainknak, és még az is, aki valamelyest tajékozott a
specialis relativitaselméletben, az is kétkedve fogadja e transzformécid szogtartasat, hiszen a

crer

crer

1.1. A sziogfogalomrol klasszikusan és a kételemiiek szamsikjain

A szdg fogalman altalaban azt a tartomanyt értjiik, amelyet egy sikbeli pontbol kiinduld két
félegyenes zar be.! A szog mérésén pedig egy ardnyszamot értiink; a szdg kezdépontja koriil
irt egységsugaru korbdl a szog szarai altal kimetszett iv hosszat. Lam, lam, a helyzet
bonyolddik, a szog fogalméahoz elegendd volt a sik és az egyenesek fogalma, de a méréséhez
mar sziikséges a kor fogalma is. Korvonalon azt a sikbeli ponthalmazt értjikk, amelynek
pontjai egy ponttol — a kor kozéppontjatol — egyenld tavolsagra vannak. Igy a szog mérése
fligg két pont tdvolsdganak definicidjatol és a kor fogalméatdl is.

A kételemiieknél a normat egyfajta ,.tdvolsagnak™ tekintve, az egy ponttol egyenld tavolsagra
1évé szampontok halmaza kor a komplex szdmsikon, parhuzamos egyenespar a parabolikus
szamsikon és derékszogii hiperbola a hiperbolikus szamsikon. Igy az elébb emlitett klasszikus
szOgfogalmat és mérést ezekre alkalmazva a szogek mast és mast jelentenek a szamsikokon.
A komplex szamsik szogfogalma megegyezik a klasszikussal, a parabolikus szoghoz egy
egyenes szakasz mértéke, illetve egy haromszog teriilete tarsul, mig a hiperbolikus szdmsikon
egy derékszogii hiperbola ive, illetve egy ivhez tartozo teriilet a ,,szogmérték”.?

1 A tovéabbiakban egyel6re csak sikszogrol lesz szd, ha ettél eltérek, azt kiilon jelzem.
2 Lasd az A. Melléklet végén szerepl6 abrakat.
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A geometriai algebra nagy oregje David Hestenes® helyesebbnek tartotta, ha a geometriai
algebraban a szoget bivektorral, azaz a bivektorral modellezett komplex i-vel valo
szorzataval, i0-val jellemezziik, igy egy koriv radianban mért hossza helyett inkabb a koriv
teriiletéhez kotjik a fogalmat, hiszen a geometriai algebraban a bivektor eldjeles teriiletet
jelol. Probléma, hogy a koriv radianban mért hossza kétszerese a korivhez tartozo teriiletnek.
A radidnban valdé mérés elterjedtsége miatt Hestenes annak megtartdsat javasolja, de a
szOgnek a tertileti értelmezése mellett. Ez igy egy kicsit zavaros, de szamomra szimpatikus
Hestenes torekvése az argumentum képzetes €rtelmezésére, mert a kételemiieknél ez magatol
értetddik. A teriilet, vagy ivelem-hossz értelmezés kozott még nem valasztottam, mert
mindketté hasznos valamilyen értelemben, de egyelére egyiket sem latom hasznosabbnak a
masiknal.

Korabbi irasaimban is tobb helyiitt jeleztem, hogy a kételemiick szamsikjain az argumentum,
tehat egyfajta szogmérték egy ivhosszal, vagy egy ivhez tartozo6 teriilettel egyenlé (klasszikus
integralast alkalmazva) mindharom szamsikon az egységgorbére vonatkozodan, azaz kor
esetén a komplexeknél, parhuzamos egyenesparra gondolva a parabolikusoknal és derékszogii
hiperbolat tekintve a hiperbolikus szamsikon. Ez utobbit az alabbi 4abran* szemléltetve, ahol
az argumentum a szinezett tartomany teriiletével egyenld:

A /

Tehat a szogmérés a kételemii szamok sikjain iS ViSszavezetheté egyenes, vagy gorbe
szakaszok mérésére, pontosabban ilyen szakaszok klasszikus mértékének aranyara, illetve a
hozzajuk rendelhet6 teriiletek mértékére.

3 Lasd ,,A Clifford algebra, a geometriai algebra és a kételemii szamok” cimii cikket;
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/332-a-clifford-algebra-a-geometriai-algebra-es-

a-ketelemu-szamok

4 Mindharom szamsikrol lasd az A. Melléklet végét és a , Kételemii szamok alaptulajdonsdgainak
osszehasonlitasa” cimi cikk 4. oldalat: https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/15-ketelemu-szamok-
alap-tulajdonsagainak-osszehasonlitasa
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1.2. Szogmérés, azaz az argumentum mértéke a kételemiiek szamsikjain

A fentiekben megnevezett argumentum, mint teriilet, vagy ivhossz, még a klasszikus
mértékkel (integralassal) adodott. Ez ugyan segiti a képzeletiinket, de az alkalmazott modszer,
az integralas igy nem alkalmazhato a kételemiieken, és nemcsak azért, mert nincsenek még
bevezetve e szamhalmazokon — a komplex szamok kivételével — a kalkulusszamitasok.
Viszont a kételemiicken az argumentumszamitas korrekt definialasabol is lathato, hogy
szakaszmértékek aranyat jelenti specialisan. Ugyanis egy z = x + 8y kételemii szam esetén —
ahol & =i, j, k (i>=—1, j>=0, k?=1) aszerint, hogy komplex, parabolikus, vagy hiperbolikus
szamrol van sz — a parabolikusaknal az argumentum %, a komplex szamoknal az argumentum

tangense egyenl$ > -szel, azaz tge => , a hiperbolikus szdmoknal pedig az argumentum

tangenshiperbolikusa, azaz the= % 5

Ugyanakkor a képzetes argumentum jellemzése alapjan, lasd az A. Melléklet (A.M12)

(p —

az argumentum egyrészt képzetes szam masrészt egy egységvektor logaritmusa a kételemiiek
szamsikjain, azonban e definicio éppugy alkalmatlan az argumentum mérésére, ahogy
korabban a szogfogalom sem volt ra alkalmas.

1.3. Norma és argumentum a kételemiieknél

Egy sz06, mint szdz, a kételemiiek szdmsikjain mas és mas a norma definicidja, €s
kiillonboznek az argumentumok meghatarozdsai is. A szamvektorok skalarszorzatanak®
definialasaval — amelyre igaz az, hogy a szamvektorok onmagaval valo skalarszorzata a
szamvektor normanégyzetével egyenld — definidlom a merdlegesség fogalmat, azaz két
szdmvektor akkor merdleges, ha skalarszorzatuk 0-val egyenld. Ez az egységes definicio
geometriailag mast és mast jelent a harom szamsikon, ugyanakkor egységesen igaz az
algebrailag, hogy két szamvektor akkor merdleges, ha az egyik egyenld azzal a szammal,
amelyet Ggy kapunk, hogy a masik szamvektort az adott szamsik képzetesével — pontosabban
a képzetes valos szamszorosaval — szorozzuk.” Ez jol ismert a komplex szamoknal, hiszen ott
egy szamvektor mi képzetessel vald szorzata a vektor klasszikus 90%-os elforgatasat és m-
szeres nyujtasat eredményezi. A parabolikus szamoknal a skalaris szorzat akkor 0, ha a két
szamvektor valos elemének legalabb az egyike 0, azaz a két szamvektor legalabb egyike tiszta
képzetes szam. Ez is azt jelenti, hogy két szamvektor akkor merdleges, ha az egyik a masik
mj-szerese, ahol j a parabolikus képzetes ¢s m valds szam. Hiperbolikus esetben pedig a
skalarszorzat akkor 0, ha a két szamvektor meredeksége egymas reciproka, ekkor a két
szdmvektor olyan egyenesekre illeszkedik, amelyek egymas tiikorképei az y=+x egyenesek
egyikére vonatkozoan. Ebben az esetben az egyik szamvektor a masik mk-szorosa, ahol m
valos szam, k pedig a hiperbolikus képzetes. Természetesen nemcsak a meredekség, de
altalanossagban az argumentummal kifejezett szogfogalom is mas és mas a kételemiiek harom
szamsikjan. A szamsikok képzetesiikben eltérd algebrai eltérd geometriat eredményeznek, igy

5Lasd az A. Mellékletet.

6 Ehhez lasd ,,4 szimplektikus teve , természetes eldfordulasai” cimi cikket:
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/169-a-szimplektikus-teve-termeszetes-elofordulasai

" Lasd A szimplektikus teve ,, természetes eléforduldsai 11.” cimii cikket:
https://www.infinitemath.hu/archivum/matematika/170-a-szimplektikus-teve-termeszetes-elofordulasai-ii
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az egyes szamsikok szOgtartdé transzformacioit Sem szabad a szemléletiinkhoz tapadt
szOgtartassal azonositani.

2. Az argumentum invarianciaja a hiperbolikus forgatasra

A specialis relativitaselméletben Einstein abbdl a megfontolasbol indult ki, hogy a természeti
torvények megfogalmazasanak egyenértékiinek kell lennie két inerciarendszer esetén, igy a
fényterjedés sajatossaganak is. E kovetelmények és vele a specialis relativitaselmélet jol
ismert folyomanya volt, hogy inerciarendszerek esetén a Lorentz transzformaci6 irja le azt a
modszert, amellyel az egyik emlitett rendszerben megfigyelt koordinatakrol attérek a masik
rendszer koordinataira. Ezekkel a koordinatdkkal szamitott specialis négyesvektor-hossz
egyenld mindkét koordindtarendszerben. Kevés sz6 esik arrdl, hogy a Lorentz
transzformacio, azaz a hiperbolikus forgatds specialisan értelemben ,,sz0g”-tartd is, igy a
specidlis relativitdselméletnek nemcsak egy invaridnsa van a Lorentz transzformaciora,
hanem kettd; a négyesvektor hossza a téridében, és a négyesvektor egyfajta ,,szége”, azaz
argumentuma, ami nem mas, mint a térvektor hosszat, mint térkoordinatat, és a térre
mer6leges idOkoordinata-tengelyen az id6koordinatat tekintve az adott négyesvektor
,Hhiperbolikus hajlasszoge” az id6hoz. A hiperbolikus szamsik ezt modellezi a teret egyetlen
dimenziora sziikitve.

A hiperbolikus szamsik-modellt hasznalva tekintsiink két koordinatarendszert, amelyek
inerciarendszereket, azaz egymashoz képest egyenesvonalli egyenletes mozgast végzo
rendszereket modelleznek, ezek egyikét ,,vesszOs” elemekkel kiilonboztetem meg. A 0
alsdindexszel jelolt vektor hiperbolikus egységvektor.

Legyen a vesszds elemekkel jelolt inerciarendszer sebessége theg, és z, egységvektorra
Zg = Xo + kYo = coshgg + ksinhg, = ek®o (1)

A B. Melléklet utolso két képlete (B.M7) szerint a hiperbolikus sikon modellezett Lorentz
transzformacio a kovetkezd:

z = z'ek®o (2)
7' = ze k®o 3)

Mivel a szamok normaja a Lorentz transzformacio esetén egyenlé — ez a Lorentz-tavolsag
inerciarendszerekbeli invarianciajanak megfeleldje a hiperbolikus szdmsikon — ezért legyen

z; = x1 + ky; = p1(cosh ¢, + k sinh ¢;) (4)
z; = x} + ky; = p1(cosh¢; + k sinh ¢;) (5)
Hasonldan egy masik pontpérra:

Z, = X5 + ky, = p,(cosh @, + k sinh ¢,) (6)
z, = x5 + ky;, = p,(cosh ¢, + k sinh ¢3) (7
A (2) alapjan

7, = zjek¥o (8)
z, = z,ekPo (9)
ahol

P1=¢1 T @
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Q2 = @3t Po

A (3) alapjan pedig
7y = z e k%o (10)
7y = z,e " Kk¥o (11)

A (8), (9), (10) és a (11) képletbdl kovetkezik, hogy vesszétlen €s a megfeleld vesszos
szamvektorok hanyadosa egy allandd szadm, hiperbolikus egységvektor. Két kiilonbdzo
vesszotlen vektor, z1 és z» szdmvektorok ardnya pedig megegyezik vesszOs megfeleldik
aranyaval, hiszen képezve (8) és (9) egyenlet hanyadosat, tovabba feltételezve, hogy z>#0
Z1_ Z_l (12)
Zy 7,

(12-bdl az (4), (5), (6), (7) felhasznalasaval a kovetkezd adodik:
P ) P )
p—: (cosh(gy — @) + ksinh(g; — @,)) = E (cosh(@; — @) + ksinh(p; — @3))  (13)

A normakkal egyszeriisitve:

(cosh(pq — ¢@2) + ksinh(p; — ¢2)) = (cosh(p; — @) + ksinh(¢; — ¢5)) (14)
Két hiperbolikus egységvektor akkor egyenld, ha az argumentumaik egyenldek, azaz (14)-bdl:
P11~ P2 =91 — P (15)

Tehat a (15) alapjan mar lathatd, hogy a Lorentz transzformaciéora nemcsak a norma
invarians, de az argumentum kiilonbségek is egyenlok az inerciarendszerekben, igy a
mérés o6sszehasonlito jellege miatt maguk az argumentumok is egyenlének mértek.

Megjegyzés

A fentiekbdl is kovetkezik az, amit korabban a skalarszorzatbol —eredeztetett
merdlegességgel kapcsolatban allapitottam meg, hogyha a szogkiilonbségnek az x és y
koordinatatengelyek  argumentum-kiilonbségeit  vesszilk, akkor ezek azonosan
mer6legesnek mértek mind a vesszds, mind a vesszétlen koordinatarendszerekben.

fgy elmondhaté, hogyha a teret egy dimenzidra sziikitem — ezt megtehetem izotrép terek
esetén, ami inerciarendszereknél adott — akkor mindkét polarkoordinata invarians a
Lorentz transzformaciora.

Ugyanezek levezethetéek a komplex szamsikon a kdrmozgasra és a parabolikus szamsikon az
egyenes menti eltolasra. Figyelem! Mindharom szamsikon mas és mas a ,,szogfogalom”,
mindig az adott szamsikon definialt argumentumot jelenti.

3. Osszegzés és zaré megjegyzések

Két inerciarendszer fizikai szempontbo6l megkiilonboztethetetlen, eldonthetetlen, hogy melyik
mozog a masikhoz képest. A kételemii szamsik hasznalataval bebizonyosodott, hogy a
polarkoordinatdk hasznalata ugyanugy megkiilonboztethetetlenné teszi a matematikai
leirasukat is, hiszen az egyikben mért norma azonos a masikban mérttel és az egyikben mért
argumentum azonos a méasikban mérttel. Igy megfogalmazédik ismét az a sejtés, hogy a
polarkoordinatak ,,valosagosabbak™ a Descartes koordinataknal. De mit értiink valosagosabb
alatt, és mit mériink az egyes koordinatdkkal? A Descartes koordinatdk egy ponttdl, az
origotdl mérik egy adott pont két egymasra merbleges egyenesre vald vetiiletének a
tavolsagat. A polarkoordinatak egyike, a norma egy adott pontnak az origétol valo egyfajta

2021.04. 09. 14:42 Két polarkoordinata invariancidja a specialis relativitaselméletben 5/10




tavolsagat jelenti, az argumentum pedig az adott pontot jelenté szamvektornak az egyik
koordinatatengelytdl — az idot reprezentald valos tengelytdl — valo szogtavolsagat fejezi ki. Ez
utdbbival kapcsolatban érdemes arra gondolnunk, hogy az id6t mindig valamilyen periodikus
mozgassal mérjikk, és bar a hiperbolikus szamsik hiperbolikus forgasanak periodusat
potencialisan végtelennek gondolhatjuk, ugyanakkor a hiperbolaivhez tartozé argumentum
konnyedén értelmezheté idonek, az id6 egy ,.fazisanak™, hiszen véges periddusi mozgas
hasznélata esetén is igy mérjiik a ,toredék” periodus alatt eltelt idét. gy az argumentum
ebben az esetben is az idot méri! Azért hasznaltam az ,,ebben az esetben is” szofordulatot,
mert Feynman is id6ként interpretalta a komplex szam argumentumat a
kvantumelektrodinamikat magyardzé konyvében®, és a komplex argumentum 2m szerinti
periodicitdsa miatt ennek idéként valo értelmezése kézenfekvé volt.?

fgy a sejtésnél mar tobbrdl van sz6, amikor egy — komplex, parabolikus vagy hiperbolikus —
téridébeli pont polarkoordinatait tartom a tényleges koordinatainak. Korabban a
,,valosagosabb” szot hasznaltam a tényleges helyett, és szamomra mind a tényleges mind a
valésagos koordinata azt jelenti, hogy ezeknek van fizikai jelentésiik.

A Descartes koordinatakkal leirt Lorentz transzformacio — és ezzel az id6-dilatacio és hossz-
kontrakcio — az egyik inerciarendszer téridé-perspektivija egy masik inerciarendszerbdl
tekintve. A wvaldsagot viszont a polarkoordinatak mutatjdk meg, azaz velik két
inerciarendszerben ugyanazt az idot és hosszat mérjiikk, nincs idd-dilatdcidé sem hossz-
kontrakcié a valosagban, csak a latvdanyban. Természetesen egy tényleges id6-dilatacioval
jaro hossz-kontrakcio is 1étezd, tapasztalhato jelenség, de csak gyorsulo rendszerek esetén, és
ezzel az altalanos relativitaselmélet foglalkozik. Ebben a cikkben csak a specidlis
relativitaselmélettel leirt inerciarendszerekrél volt szo.

8 Lasd Richard P. Feynman, QED — A megszildrdult fény, Skolar Kiado, 2003.

® Feynman interpretéciojarol részletesebben irtam a ,,Hilbert 1-es és 6-0s problémdjdanak dsszekapcsoldsa” cimi
cikk 9. oldalan:
https://www.infinitemath.hu/archivum/egyeb/372-hilbert-1-es-es-6-0s-problemajanak-osszekapcsolasa
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A. Melléklet

A kételemii szamok kiilonboz6 alakjai

Emlékeztetdiil a kételemli szamokrol és tulajdonsagairol:
Egy z kételemii szdm, ha
Z =X+ 8y (A.M1)

ahol x és y valos szdmok, és a szamvektor koordindtdainak nevezem ezeket a szamokat,
tovabba 8 = i, j, k (i?=—1, j?=0, k?=1) aszerint, hogy komplex, parabolikus, vagy hiperbolikus
szamrol van szo.

A szamok poldrkoordinatas alakjahoz jutunk a kdvetkezé modon:
Z=x+8y=x(1+8%) x # 0 esetén (A.M2)

A komplex szamoknal %ztg(p, a hiperbolikus szamoknal pedig %Zth’t bevezetésével a

kovetkezoket kapom:

z=x(1+itang) a komplex szamoknal (A.M3)
Z=Xx (1 +j¥) a parabolikus szamoknal (A.M4)
z =x(1+ ktanh1) a hiperbolikus szamoknal (A.M5)

Az (AM3), (A.M4), (A.M5), egyenletekbdl egyszerii atalakitassal juthatok a szamok
polarkoordinatas alakjahoz.

Legyen
x= o COSo (A.M6)

ahol COS az adott szamsikon értelmezett koszinusz fiiggvény, azaz a klasszikus koszinusz
fliggvény a komplex szamsikon, hiperbolikus koszinusz fiiggvény a hiperbolikus szamsikon,
és cp-vel jeldlt fiiggvény a parabolikus szamsikon, amelyre cp ¢ = 1 az egész szamsikon.*®

fgy a kételemii szamok polarkoordinatas alakja a kovetkezo:

Z = o(cos @ + isin @) a komplex szamoknal (A.M7)
z = o(cp @ +jspy) a parabolikus (duélis) szamoknal (A.M8)
Z = g(cosh ¢ + isinh @) a hiperbolikus szamoknal (A.M9)

A szamoK normajanak nevezziik o-t, amelyre a kovetkez6 Osszefiiggések teljesiiknek:

Q=«/X2—82y :\/ﬁ (AMlO)

Ahol §, mint fent, azaz § = i, j, k (i%= i>=—1, j>=0, k?=1) aszerint, hogy komplex, parabolikus,
vagy hiperbolikus szamrol van sz6, és Z a z konjugaltjat jeloli, azaz mindharom szamsikon

Z=x—8y ha z=x+ 8y

10 A parabolikus — vagy masképp dudlis — szamokon értelmezett fiiggvényekre cp [arg(z)] = 1, sp [arg(z)] = y/x,
ahol arg z = y/x.
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A kételemiicknél egy szam konjugaltja a szam inverzével is kifejezhetd, ugyanis (A.M10)-b6l
2

kovetkezik, hogy o = zZ, azaz Z = 97, igy az egységvektorok inverze a konjugaltjukkal

egyenls.!

Mindharom sikra egységesen felirhato a kovetkez6 exponencialis alaknak nevezett forma:

z = ged® (A.M11)

Az (A.M11) exponencialis alakbol egyszeriien levezethetd a szam képzetes argumentuma

§o=Inz—Ino=In"=In—nx _ X+8y—1\/2 AM12
¢ =1InZz ng—na—n\/xz?szyz—n X_Sy—n% ( )

Az argumentum egyuttal a szamsikok egység-gorbéjének egy ivével, illetve egy ivhez tartozo
teriilette]l egyenldk, amint az alabbi abran’? a satirozott, illetve szines siktartoméanyok jelzik:

Komplex Parabolikus (dualis) Hiperbolikus

Y A 4

spa

-1 ‘ +1 x

=Xy

A norma és az argumentum a szam poldrkoordinatdi.

11 A geometriai algebrdban az egyes konjugaltak a sorrendiséggel vannak kapcsolatban, ami abbdl kovetkezik,
hogy baziselemek szorzatdban a sorrendcsere eldjelvaltassal jar. A kételeml szamoknal a konjugalt/inverz
kapcsolat abbol kovetkezik, hogy inverz-képzésnél a képzetes eldjelet valt.

12 Az 4brat egy nagyon régi anyagbol emeltem at, 14sd a 4. 1abjegyzetben megnevezett anyagot.
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B. Melléklet

Hiperbolikus fiiggvények, majd hiperbolikus szamok hasznalata a téridé leirasara

Az inerciarendszerek kozott a Lorentz-transzformacioval leirt tér- és idékoordinatak
klasszikusan a kovetkezd egyenletrendszerekkel irhatéak le, ha egy K
koordinatarendszerben a z koordinatatengely mentén v sebességgel mozgo K’

inerciarendszerben ,,vesszés” koordinatakkal jeldljiik a koordinatdkat™®:
v
zZ——tc
7 = C
2 2
1-=
c
(B.M1)
v
ct — EZ
ct' =

2 2
-z

Mélyebb elemzés helyett hivatkozom Taylor-Weeler ,,Téridé-fizika** cimii kényvére,
amelyben nagyszerlien levezetik a szerzOk, és a geometridjat is jol szemléltetik a
Lorentz-transzformacionak, amely sokkal szemléletesebb alakba hozhat6 hiperbolikus
fiiggvények hasznalataval. Igy a (B.M1) egyenletek koordinataira a kovetkezd

Osszefiiggést kapjuk:
z' =z cosh® — ct sinh ®
(B.M2)
ct' = ct cosh® — z sinh
Ahol @-ra az igaz, hogy
z v
tanh @ = s (= E) (B.M3)

A (B.M1)-es képletek egy kicsit elrejtik, a (B.M2) egyenletekbdl viszont egészen jol
lathato a transzformdci6 jellege: a koordinatatranszformacié egy hiperbolian valé
forgatast jelent, azaz hiperbolikus forgatast. Ez a hiperbolikus forgatas viszont nem
térbeli, hanem téridobeli!

(B.M2)-b6l z-re és ct-re:

13 A legaltalanosabb Lorentz-transzformacié meglehetésen bonyolult, mivel mind a négy koordinatat
kombinalja, de a K koordinatarendszert mindig definidlhatjuk GUgy, hogy a z tengelye a K’ rendszer
mozgasirdnyaba essék. Mondhatjuk azt is, hogy izotrop tér esetén — ami inerciarendszereknél adott —
leszlikithetem a teret egyetlen dimenzidra. Ez az egyszeriibb alak ,,a relativitds valamennyi 1ényeges vonasat
tartalmazza” (Feynman). A parabolikus esethez hasonldan itt is azért valasztottam a szokdsos x tengely helyett a
z térbeli koordinatatengelyt, mert nem szeretném, ha zavart okozna a késObbieckben e Minkowski-sik
koordinatatengelyeinek megfeleltetése a hiperbolikus szamsik x és y koordinatatengelyeivel.

14 L4sd példaul:
http://books.google.hu/books?id=9KfpAy3zEZKC&printsec=frontcover&dq=t%C3%A9rid%C5%91 -
fizika&hl=hu&sa=X&ei= cPhT6PaEcWr-
gbBxOCcAw&ved=0CDkQ6WEWAA#v=0nepage&q=t%C3%A9rid%C5%91-fizika&f=false
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z=2z" cosh® + ct’' sinh &
(B.M4)
ct = ct' cosh® + z' sinh ®

Még a (B.M2)-es és (B.M4)-es egyenletrendszernél is egyszerlibben irhat6 le a Lorentz-
transzformaci6 a hiperbolikus szamokkal.

A hiperbolikus szamok A. Mellékletben bemutatott tulajdonsagai alapjan mar magatol
értet6dé a modell. A (B.M4)-es egyenletbeli ct-nek a hiperbolikus szamsik valds
tengelyét, x-et, z-nek pedig a hiperbolikus képzetes tengelyt, y-t feleltetjiik meg, azaz a
valds tengely az idonek, a hiperbolikus képzetes tengely pedig az egyik térdimenzionak
a modellje, (azaz ct—x, z—Yy). Ekkor a megfigyel6 és a hozza képest v sebességgel
mozg6 inerciarendszerbeli téridopontok (események) viszonyara a kovetkezd
Osszefiiggést kapjuk a (B.M2) és (B.M3) figyelembevételével:

x' =x cosh® —y sinh @
(B.M5)
y' =y cosh® — x sinh O
fgy a hiperbolikus szamokra:
x"+ ky' = (xcosh® — ysinh ®) + k(y cosh® — x sinh 9)
Az egyenletet atrendezve kapjuk, hogy:
x'+ky' = (x+ ky)(cosh® — ksinh 9)
ahol
cosh® — ksinh &
hiperbolikus egységvektor, igy (A.M11) figyelembevételével:
x' +ky' = (x+ ky)e (B.M6)

Tehat a Lorentz-transzformacionak a hiperbolikus szamsikon egy szorzéds a megfeleldje,
mégpedig az eredeti szampontnak (téridé eseménynek) szorzasa (B.M3) és (B.M6)

figyelembevételével a tanh @ = E ,meredekségli” egységvektor konjugaltjaval.

A (B.M6) egyenlet még egyszeriibb formaban irhato fel, ha a hiperbolikus szamvektorok
koordinatas alakja helyett szamvektoros jelolését hasznalom, azaz

z=x+ky
z'=x"+ky'

jelolésekkel (B.M6), illetve annak atrendezésébdl a kovetkezoket kapjuk a Lorentz-
transzforméacio hiperbolikus szamokkal valdo modelljeként:

z' = ze %k

(B.M7)
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